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ANNEX 1: Contextos històrics al currículum català 
 
ESO 
1
  
1r Els orígens del sistema de numeració decimal 
 La introducció del zero i els sistemes de numeració posicional 
 La geometria a les antigues civilitzacions (Egipte i Babilònia) 
 Les primeres aproximacions del nombre π (Egipte, Xina i Grècia) 
  
2n Origen i utilització de les fraccions a l’antiguitat (Egipte, Índia, Grècia) 
 Les proporcions i la seva utilització (Xina, Índia i Grècia) 
 El teorema de Pitàgores (Babilònia, Xina, Grècia) 
 Mesures del meridià terrestre: d’Eratòstenes (Alexandria) al naixement del metre 
 Els jocs d’atzar en diferents cultures 
  
3r Els orígens de l’àlgebra simbòlica (Món àrab, Renaixement) 
 Relació entre geometria i àlgebra i introducció de les coordenades cartesianes 
 La resolució geomètrica d’equacions (Grècia, Índia, Món àrab) 
 L’ús de la geometria per a mesurar la distància Terra-Sol i Terra-Lluna (Grècia) 
 El naixement de la teoria de probabilitats 
  
4t Mètodes per a calcular aproximacions d’arrels quadrades (Babilònia, Índia) 
 El triangle aritmètic de Pascal i els seus orígens (Xina, Índia i Europa) 
 El naixement i primer desenvolupament de la trigonometria 
 El introducció de l’infinit 
 
Batxillerat 
2
  
1r L’acceptació al llarg de la història dels diferents nombres reals. La irracionalitat 
d’arrel de 2. 
 Introducció històrica als nombres complexos 
 La mesura del meridià terrestre i el naixement del metre. Una mesura 
universal sorgida de la Revolució Francesa. Jean-Baptiste Delambre i 
Méchain 
 La resolució d’equacions o el teorema fonamental de l’àlgebra 
 Resolució analítica d’equacions i resolució gràfica. El mètode de Descartes 
per resoldre equacions quadràtiques geomètricament. 
 La funció exponencial i el càlcul de logaritmes. John Napier i Henry Briggs 
 Abraham de Moivre i el càlcul de les probabilitats 
  
2n El teorema fonamental del càlcul. La controvèrsia sobre dos camins a Newton 
i a Leibniz 
 Mètodes numèrics xinesos en la resolució d’equacions. El mètode de Horner 
 Karl Friedrich Gauss i la resolució de sistemes lineals d’equacions. La 
resolució de sistemes en la matemàtica xinesa 
 Arquimedes i el càlcul d’àrees i volums 
 El mètode dels indivisibles de Bonaventura Cavalieri per al càlcul d’àrees 
 El naixement de les geometries no euclidianes: Gauss, Boylai i Lobatxevski. 
 
  
                                                             
1
 Generalitat de Catalunya: Departament d’Ensenyament. Currículum educació secundària obligatòria – 
Decret 143/2007 DOGC núm. 4915. 2007.  
 
2
 Generalitat de Catalunya: Departament d’Ensenyament. Currículum batxillerat – Decret 142/2008 - 
DOGC núm. 5183. 2007.  
Recursos d’història de les matemàtiques per millorar l’aprenentatge                         3 
 
ANNEX 2: La història de les matemàtiques arreu del món 
 
En aquest annex s’exposa de manera més detallada la informació continguda en el quadre de 
l’apartat 2.2.2 de la memòria on s’explica la situació de la història de les matemàtiques en 
l’educació a diferents països, sobretot en la formació del professorat. 
 
Al primer dels grups trobem països sense una gran tradició històrica en matemàtiques però 
que, en canvi, treballen força aquesta vessant. Podem citar en ordre alfabètic:  
 
Brasil 
Algunes universitats ja han incorporat historiadors de les matemàtiques com a professors a les 
universitats, i això fa que s’ofereixin cursos per a la formació de professorat. A moltes 
universitats, ja estan establerts programes d’història de les matemàtiques, normalment 
connectats amb l’educació matemàtica. 
 
La societat més important en aquest desenvolupament ha estat la Societat Brasilera de les 
Matemàtiques, que va suggerir cursos d’història de les matemàtiques com a component dels 
estudis de matemàtiques al 1979.  
 
Actualment hi ha una considerable comunitat de professors que treballen en la relació entre la 
història de les matemàtiques i l’educació matemàtica. I aquest moviment està particularment  
inspirat en el que es coneix com la etnomatemàtica, és a dir, les matemàtiques emfatitzant la 
pròpia cultura. Això va ser especialment promogut per l’erudit Ubiratan d’Ambrosio juntament 
amb altres persones, i pel treball del matemàtic brasiler Eduardo Sebastiani Ferreira. 
 
Hong Kong 
En aquest país també hi ha hagut un gran creixement en l’interès dels professors per la història 
de les matemàtiques i s’han incorporat molts elements en la formació del professorat. En 
aquest increment hi ha hagut una persona clau, Man-Keung Siu, que ha realitzat un gran treball 
de recerca i ensenyament en aquest àmbit. 
 
Tot i no haver una regulació formal que indiqui que s’ha d’ensenyar història de les 
matemàtiques als cursos de formació del professorat, dues de les universitats de Hong Kong 
n’ofereixen regularment. 
 
Aquests cursos ens obren una nova tendència, la història de les matemàtiques als 
ensenyaments primaris. A una de les universitats, a la Universitat Xinesa de Hong Kong, 
s’ofereixen exclusivament cursos d’història per a professors de primària, mentre que la 
Universitat de Hong Kong té cursos per a primària i secundària.  
 
Cal dir també que s’intenta mantenir un equilibri entre les contribucions de tots els països i 
cultures en el desenvolupament de les matemàtiques, sense centrar-se massa en cap. Els 
objectius d’aquests cursos són ampliar els coneixements històrics dels futurs professors per a 
que ells destaquin el desenvolupament de les matemàtiques; veure l’ús d’alguns instruments 
històrics; i inclús, si hi ha temps, una introducció al món de la història de les matemàtiques. 
 
Marroc 
Als llibres de text trobem informacions històriques i inclús podem trobar activitats basades en 
aquestes informacions.  
 
Fa uns anys, els professors tendien a saltar-se aquest component dels llibres per por a no 
poder fer la resta del temari i perquè no estaven convençuts de la seva eficiència. Només fa 
relativament poc veiem historiadors de les matemàtiques i interessats en aquesta matèria a les 
universitats i a les ENS (Écoles Normales Supérieures), responsables dels cursos de 
professors. 
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Ara, aquests cursos s’ofereixen a dues de les quatre ENS. El material principal que usen està 
basat en l’herència de la seva regió, la història de la matemàtica àrab. 
 
A Europa també trobem països amb aquestes característiques. Catalunya estaria inclosa en 
aquest grup. A més, n’hi ha que donen molta importància a la matemàtica pròpia del país, fet 
que no és únic en aquests països, com veurem més endavant. Entre aquests països europeus 
podem destacar en ordre alfabètic: 
 
Àustria 
Inclou la història de les matemàtiques com a part reconeguda de la formació del professorat. A 
Àustria hi ha un examen comú a tot el país per a tot els que volen ser professors de 
matemàtiques, i a la part oral es requereixen coneixements d’història de les matemàtiques. 
 
A totes les universitats hi ha cursos regulars, i inclús existeixen dos llibres de text especialitzats 
per a la formació del professorat: Kaiser/Nöbauer (1984) i Kronfellner (1998), que emfatitzen 
sobretot en el que els austríacs coneixen com el Problemgeschichte, és a dir, la evolució de les 
idees matemàtiques. 
 
Polònia 
Passa quelcom similar a Àustria. La història de les matemàtiques s’estudia a moltes 
universitats. Els cursos poden ser obligatoris o optatius. Al 1998, només unes poques 
universitats encara no l’havien incorporat al currículum de formació del professorat. 
 
Els cursos que es fan a les diferents universitats solen tenir una estructura relativament 
comuna. Començant per les primeres aparicions de nombres i formes i seguint amb l’estudi de 
la matemàtica egípcia, babilònica i grega. Posteriorment s’estudien la Xina, Índia i països 
àrabs. Seguidament, ja es repassa tot el que s’ha fet a Europa des del Renaixement en els 
diferents camps. I finalment, se centren en les aportacions de la matemàtica del seu país.  
 
Portugal 
A Portugal, des de l’establiment oficial dels cursos de formació del professorat, la història de les 
matemàtiques ha estat present. Primer es feia un curs quadrimestral, i posteriorment es va 
passar a dos quadrimestres. A totes les universitats s’ofereix aquest curs en la formació de 
professors per a l’educació secundària. En canvi, per a l’educació primària i altres etapes 
anteriors a la secundària no s’inclou la història. 
 
Si mirem les estructures dels cursos d’història de les matemàtiques a les diferents universitats, 
veurem que es dóna molta importància a la matemàtica del propi país, igual com passava a 
Polònia, on es donava molta importància a la part de la matemàtica polonesa. 
 
Els educadors portuguesos consideren que l’estudi de la història de les matemàtiques és 
important per entendre les matemàtiques i per reflexionar sobre els mètodes didàctics emprats. 
A banda d’això, són freqüents els seminaris nacionals sobre història de les matemàtiques, on 
els professors d’universitat i els de secundària poden col·laborar i intercanviar impressions. 
 
Després tindríem el grup oposat, països amb una llarga tradició en matemàtiques però amb 
una pobra incorporació d’aquesta a l’ensenyament. Aquí hi trobem en ordre alfabètic: 
 
Alemanya 
A finals dels anys 60 i durant els 70, es va produir un canvi important entre la societat 
educativa. El moviment estudiantil, juntament amb el procés d’individualització radical, va fer 
que es deixessin de banda molts dels referents històrics.  
 
Òbviament, això també va afectar a les matemàtiques i la seva història, ja que les referències 
històriques dels llibres de text van anar disminuint fins desaparèixer. La unió de les dues parts 
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del país als anys 90 no va fer que canviessin les coses, ja que, com en molts camps, el que va 
passar és que es va deixar tot com estava. 
 
Actualment, sembla que la història de les matemàtiques torna a agafar un cert protagonisme, 
tot i que, ni de lluny, important. Inclús hi ha zones del país on no apareix ni al currículum. 
Trobar cursos regulars d’història de les matemàtiques fora de Munich, Hamburg i Berlin, es fa 
realment complicat. Com a molt pots trobar conferències organitzades per entusiastes de la 
matèria, però sense cap estructura comuna organitzada. 
 
França 
Anteriorment, a França s’estudiava la història de les matemàtiques dintre de la matèria de 
filosofia, ja que els departaments de matemàtiques no tenien interès en això. I, a més, no es 
trobava en la formació del professorat. No obstant, al 1969, amb la formació del IREM 
(Institutes for Research into Mathematics Education), la cosa va començar a canviar, i amb la 
creació, al 1975, de la Commission Inter-IREM d’Histoire ei d’Epistémologie des 
Mathématiques, la història de les matemàtiques va començar a guanyar importància. Va 
començar a ser matèria obligatòria sobre el 1989, amb l’establiment dels IUFM (Instituts 
Universitaires de Formation des Maîtres), on es preparaven els futurs professors.  
 
Actualment, la llista de competències del Ministeri d’Educació francès inclou la història de les 
matemàtiques com una branca a ser estudiada, tot i que encara no avaluada. 
 
Per altra banda, algunes universitats ofereixen cursos preparatoris previs a la formació del 
professorat que inclouen també història de les matemàtiques i història de la ciència. I, per últim, 
als primers cursos de les universitats s’estan incorporant cursos de “cultura general” de la 
ciència, que també contenen aspectes d’història de les matemàtiques. 
 
Holanda 
A Holanda, tot i tenir un centre especialitzat a Utrecht, la història de les matemàtiques només 
s’ensenya en 5 de les dotze universitats i com una matèria opcional dintre del curs, i no 
directament lligat amb la formació del professorat. L’ensenyament de la història de les 
matemàtiques a les diferents universitats és variat. Et pots trobar que es fan algunes 
pinzellades als propis cursos habituals de matemàtiques, o també cursos formals sobre la 
matèria. 
 
Itàlia 
No es dóna la importància a la història de les matemàtiques que li donen altres països 
europeus. Els estudiants de matemàtiques i els que estudien per a ser professors de 
matemàtiques tenen el mateix examen al final, conegut com el Laurea. És cert que hi ha cursos 
d’història de les matemàtiques en els estudis de matemàtiques i en la formació del professorat, 
però aquesta matèria no té cap pes específic en aquest examen final. 
 
A més de l’examen Laurea, hi ha una altra prova a nivell estatal per als professors de 
matemàtiques, l’abilitazione, que serveix per a poder exercir de professor, i en aquest sí que es 
diu, almenys a nivell oficial, que es necessiten coneixements dels moments històrics més 
importants de les matemàtiques.  
 
No obstant, abans aquesta prova només et permetia treballar de manera temporal. Per fer-ho 
amb una plaça definitiva, necessitaves passar un altre examen. Ara però, s’ha establert el que 
es coneix com Scuola de specializzzazione per insegnanti. Aquí, durant dos anys 
t’especialitzen en l’ensenyament de les matemàtiques un cop has passat els dos exàmens que 
hem comentat abans.  
 
Tot i que oficialment no està instaurat com a altres llocs, el treball de contextos històrics 
comença a obrir-se camí en els últims anys. Una obra principal en aquest aspecte és Fare 
matematica con i documenti storici (2006). Es tracta d’una obra que intenta ensenyar 
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matemàtiques basant-se en la història i està destinat per a l’educació secundària. Consta d’un 
volum per al professor i un per a l’alumnat, i conté diferents activitats i explicacions. L’autor 
principal és Adriano Demattè, i també hi han col·laborat Daniela Bresciani, Maria Vittoria 
Cicinelli, Paola Depedri i Luca Giovanni. 
 
Seguidament tenim alguns països on els judicis ideològics i diferents situacions polítiques 
marquen l’estructura del sistema educatiu. Entre aquests podem citar: 
 
Rússia 
A l’antiga Unió Soviètica, la història de les matemàtiques va ser utilitzada en suport de la causa 
de la validació de la tesi marxista que sostenia Boris Hessen (Hessen, 1931) que deia que el 
desenvolupament de les idees científiques estava determinat per les condicions socials. Aquest 
va tenir una gran influència en la formació dels futurs professors de matemàtiques. 
 
Des dels anys 30, els estudiants dels Instituts Pedagògics, el futurs professors de secundària, 
ja tenien la història de les matemàtiques com una matèria obligatòria. De fet, el gran nombre de 
llibres especialitzats i traduïts a altres llengües ja demostren com estaven d’establerts aquests 
cursos. 
 
Pel que fa a l’actual Rússia, tot i que no hi ha una regulació sobre el programa d’història de les 
matemàtiques que s’ha d’estudiar, a totes les universitats trobem cursos d’història per a la 
formació del professorat, i en moltes, com a matèria obligatòria. 
 
Xina 
Des de la seva independència definitiva al 1949, es va voler donar molta importància a la 
matemàtica pròpia, reemplaçant els autors de teoremes clau de la història com el Teorema de 
Pitàgores, que a passar a ser el Teorema Gou Gu, o el Triangle de Pascal, que va passar-se a 
dir Triangle de Yang Hui, o el Principi de Cavalieri, donant lloc al Principi de Zu Geng. 
 
No obstant, pel que fa a l’ensenyament de la història de les matemàtiques en la formació del 
professorat, aquesta sol ser una matèria optativa. I inclús en algunes universitats no hi és per 
falta de professors que la puguin impartir. 
 
Posteriorment, hi ha alguns països on una iniciativa personal triomfa amb un gran ressò i 
s’estableix de manera generalitzada. Un exemple és Letònia: 
 
Letònia 
Letònia, als anys 60 i 70, només tenia una universitat, a Riga, la capital. Al 1970, Daina Taimina 
va començar a donar classes a aquesta universitat i va decidir incloure un curs d’història de les 
matemàtiques, que no havia estat ofert prèviament. La iniciativa va tenir èxit, i al 1990 va 
escriure el primer llibre de text en la llengua del país sobre història de les matemàtiques.  
 
Posteriorment, amb les regulacions del 1998, la història de les matemàtiques va esdevenir una 
matèria obligatòria als cursos de formació del professorat amb dues hores setmanals a l’últim 
dels semestres dels estudis. 
 
Altres països on es treballa la història de les matemàtiques i que, en alguns casos, hi ha 
associacions importants al darrere que treballen en aquest sentit són els següents: 
 
Dinamarca 
A Dinamarca s’ha apostat molt fort per la història de les matemàtiques, sobretot pel fet que 
humanitza les matemàtiques i les pot fer més atractives. Els currículums del 1988 als 
gymnasiums (10-12 anys), diuen que les matemàtiques s’han d’ensenyar tenint en compte tres 
aspectes: la seva història, la seva estructura intrínseca i les seves aplicacions. 
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A les revisions dels currículums dels folkeskoles (1-10 anys), també es va incloure la història 
per il·lustrar el seu impacte en la societat de cada època i per veure la seva evolució. En 
definitiva, la història de les matemàtiques és, en certa manera, obligatòria a tots els nivells 
educatius danesos. I, a més, actualment tots els professors dels gymnasiums han tingut la 
oportunitat de fer un curs d’història de les matemàtiques durant la seva formació. 
 
Històricament, la història de les matemàtiques va rebre una empenta important als anys 30, 
amb la figura de Otto Neugebauer (1899-1990), un expert de la matemàtica babilònica i 
egípcia. 
 
Estats Units 
Es fa difícil donar una visió global de tot el país sobre l’educació, i en particular sobre 
l’acceptació de lús de components històrics. A més, els requeriments per obtenir el certificat de 
professors venen donats per diferents institucions. 
 
Probablement la més important d’aquestes organitzacions és la NCATE (National Council for 
Accreditation of Teacher Education), una de les dues que determina els programes educatius. 
Un estudi realitzat per Victor Katz mostra que la majoria d’estats demanen coneixements 
d’història de les matemàtiques per obtenir l’acreditació de professor (Katz, 1998) 
 
Un altre aspecte important en els requeriments de la NCATE és l’èmfasi que posen en la 
multiculturalitat i la consideració de les minories. 
 
Gran Bretanya 
Les institucions de formació del professorat no tenen tota l’autonomia que desitjarien, però el 
nombre d’universitats que inclouen aspectes històrics de les matemàtiques en la formació del 
professorat és força important.  
 
La British Society for the History of Mathematics (BSHM) va establir una secció d’educació al 
1990, la HIMED, que juntament amb la Mathematical Association i la Association of Teachers of 
Matehmatics, promouen l’ús de la història de les matemàtics en l’educació a través de 
conferències, articles i diferents activitats.  
 
Per acabar, també donar un exemple de país que antigament era colònia. 
 
Moçambic 
En aquests tipus de països, els currículums de matemàtiques estan molt lligats a la cultura 
pròpia. El fet de que siguin independents des de fa relativament poc temps, fa que s’hagin 
desenvolupat moltes recerques i programes diversos.  
 
Es basen en el que es coneix com etnomatemàtiques, que consisteix en currículums subjectes 
a la cultura pròpia del país, però molt més fortament que altres països que hem comentat. 
Accions i pràctiques dels dia a dia i tradicions són incorporades al currículum si es troba alguna 
relació amb les matemàtiques. 
 
Aquest programa va ser inaugurat a la Universitat Pedagògica de Moçambic, on es preparen 
els futurs professors de primària i secundària, i té l’objectiu de contribuir a donar una 
perspectiva més històrica, social i cultural de les matemàtiques i el seu aprenentatge. 
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ANNEX 3: Recurs Les primeres aproximacions del nombre   
 
Les primeres aproximacions del nombre   
 
 
 
Continguts  
matemàtics  
principals 
- El nombre   
- Sistema sexagesimal i sistema decimal 
- Perímetres i àrees de polígons 
- Error absolut d’una aproximació 
Coneixements 
previs 
- Polígons regulars 
- Proporcions 
Ubicació en 
el currículum 
- 1r d’ESO 
- Bloc d’espai i forma, i amb aspectes del bloc de numeració i càlcul 
Competències  
implicades 
- Competència matemàtica 
- Competència cultural 
- Competència comunicativa lingüística 
- Competència del tractament de la informació 
- Competència digital 
- Competència d’aprendre a aprendre 
- Competència d’iniciativa i autonomia personal 
Connexions 
externes 
- Història 
- Ciències socials 
- Dibuix tècnic 
Objectius 
- Conèixer els trets principals de les antigues civilitzacions babilòniques, 
egípcies i gregues. 
- Comprendre el significat del nombre   i la seva importància actualment i 
al llarg de la història de les matemàtiques. 
- Ser capaç de reproduir els procediments que s’han usat històricament 
per trobar aproximacions del nombre  . 
- Veure la relació entre els mètodes que es treballen durant el recurs i els 
posteriors que es citen al final del dossier. 
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Preguntes inicials a fer-se 
 
1. Quin és el valor del nombre  ? 
 
 
 
2. Quants decimals té? 
 
 
 
3. Qui el va descobrir/inventar? Com? 
 
 
 
4. Quina utilitat té? 
 
 
 
 
En aquest dossier veurem diferents aproximacions del nombre   que s’han succeït al llarg de la 
història i els procediments que s’han emprat per fer-les. Reproduirem els mateixos mètodes 
que es van utilitzar històricament per trobar aquestes aproximacions i les compararem amb el 
valor actual del nombre  =3,1415926535... 
 
A més estudiarem la importància d’aquest nombre. Actualment, per mesurar la longitud d’una 
circumferència, l’àrea del cercle associat a aquesta o el volum de l’esfera associada, sempre 
hem de recórrer al nombre  . El que ens diu el nombre   és la relació entre el diàmetre i la 
longitud de la circumferència, que, a més, és la mateixa en qualsevol circumferència. Aquest fet 
permet fer qualsevol càlcul on hi hagi una circumferència només sabent el seu diàmetre. 
 
Un aspecte important sobre el nombre   és que té infinits nombres decimals, és a dir, que per 
molts que se’n trobin, mai arribarem al final, al seu valor exacte. A més, no és tampoc el valor 
de cap fracció. Aquests nombres s’anomenen nombres irracionals. El nom ve precisament del 
fet que no poden expressar-se en forma de fracció. Com que les fraccions també s’anomenen 
nombres racionals, als que no es poden expressar com a tal se’ls anomena nombres 
irracionals. Són nombres especials en el sentit que no pots obtenir mai el seu valor exacte, per 
la infinitat de decimals que tenen. Llavors, l’únic a que podem aspirar és a obtenir una 
aproximació del nombre. El nombre π no és l’únic nombre irracional conegut, l’arrel quadrada 
de 2, per exemple, també ho és, i molts més.
3
 
 
  
                                                             
3
 A més d’irracional, el nombre   té una altra particularitat: és un nombre transcendent, és a dir, no és 
arrel de cap polinomi amb coeficients enters. El primer a demostrar-ho fou el matemàtic alemany Carl 
Louis Ferdinand von Lindemann (1852-1939) a la seva obra Über Die Zahl  , al 1882, gràcies, en gran 
part, als treballs ja realitzats per Charles Hermite (1822-1901). 
Vegeu demostració a Lindemann, F. “Über Die Zahl  ”. Mathematische Annalen, vol. 20, 1882, p. 213-
225. 
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Babilònia4 
 
La civilització babilònica es va desenvolupar entre els rius Tigris i Èufrates (Fig. 1), en una regió 
anomenada Mesopotàmia, des de finals del quart mil·lenni abans de Crist fins la caiguda de la 
ciutat de Babilònia en mans dels perses l’any 538 aC. 
 
 
Fig. 1: Mapa de Mesopotàmia 
 
Al voltant del 4000 a.C., a la zona de Mesopotàmia es van instal·lar els sumeris. Aquests van 
idear un sistema d’escriptura sobre tauletes d’argila o fang mitjançant una eina en forma de 
prisma triangular. Amb aquest estri es feien marques sobre la tauleta de fang o argila tova i 
després es deixava assecar al sol o es coïa al foc. Aquest sistema d’escriptura s’anomena 
cuneïforme. Al ser un material força resistent al pas del temps, s’han trobat moltes tauletes en 
diferents excavacions arqueològiques.  
 
Es van fundar diferents ciutats-estat i depenent del període era una o una altra la que 
sobresortia per sobre les altres. No obstant, va ser Babilònia la que es va imposar cap al segle 
XX a.C. Després, el rei Hammurabi, al 1800 a.C., accedeix al tro i constitueix un nou Estat 
centralitzat. 
 
                                                             
4
 Més informació a   Serres, M.. Historia de las ciencias. Ediciones Cátedra. Madrid 1991. ISBN: 84-376-
0988-7, pàgs 28-29, a Blanco, M.; Fanés, J. Llombart, A.; Lorenzo, M.. El nombre   a Babilònia i Egipte. 
Màster en Formació del Professorat de Secundària Obligatòria i Batxillerat, Formació Professional i 
Ensenyament d'Idiomes, UPC (Barcelona). 2012., pàgs 2-4 i a Katz, V.. The Mathematics of Egypt, 
Mesopotamia, China, India and Islam: A Sourcebook. Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 
2007, p. 57-179. 
 
Com a historiadors destacats de la matemàtica babilònica, podem citar Jens Høyrup i Eleanor Robson. 
Vegeu Høyrup, J. (1996). “Changing trends in the historiography of Mesopotamian mathematics: an 
insider's view”. History of Science 34, p. 1-32 o Robson, E. (1996). “From Uruk to Babylon: 4500 years of 
Mesopotamian mathematics”. História e Educação Matemática -- proceedings I (ed. J. M. Lagarto et al.), 
Porto, p. 35-44. 
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Babilònia era un important encreuament de rutes comercials. Per aquest motiu, tenien 
coneixements d’aritmètica i àlgebra que usaven en l’intercanvi de monedes i mercaderies, en el 
càlcul d’interessos, en els impostos, en els problemes d’herències i divisions de terreny, etc.  
 
En quant a la numeració, empraven un sistema posicional sexagesimal, és a dir, prenien com a 
base el 60 en lloc del 10 que tenim avui en dia, i la posició dels signes també era important. 
Amb aquest sistema sexagesimal, per exemple, el 5,425 s’escriuria 5;25,30. Si calculem aquest 
nombre sexagesimal a sistema decimal, ho faríem així: 
 
  
  
  
 
  
   
   
  
  
 
  
    
                     
 
A la figura que hi ha a continuació (Fig. 2) veiem el sistema de numeració que utilitzaven els 
babilonis. Tenien un signe similar a una “T” per representar l’1, i un símbol semblant a “<” per al 
10. Llavors, combinant aquests símbols en diferents posicions tenien tots els nombres (Fig. 2). 
 
 
 
Fig. 2: Sistema de numeració babiloni 
 
 
1. Explica sobre quins aspectes matemàtics escrivien els babilonis i el sistema d’escriptura que 
utilitzaven. 
 
Escrivien sobre àlgebra i aritmètica, sempre aplicades a problemes que tenien durant el dia 
a dia: intercanvi de monedes i mercaderies, càlcul d’interessos, impostos, repartiments de 
terrenys i herències... 
 
Pel que fa al sistema d’escriptura, utilitzaven el sistema cuneïforme, que consistia en fer 
marques amb un estri en forma de prisma triangular sobre una tauleta d’argila o fang, que 
després es deixava assecar. 
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2. Escriu els següents nombres, escrits en sistema sexagesimal, en sistema decimal: 
 
a) 5;26,15 
 
  
  
  
 
  
    
        
 
b) 12;50,36 
 
   
  
  
 
  
    
         
 
 
c) 2;10,40 
 
  
  
  
 
  
    
        
 
d) 26;13,20,25  
 
   
  
  
 
  
    
 
  
      
         
 
 
Tauletes babilòniques5 
 
Al llarg de la història, com hem dit, s’han 
trobat moltes tauletes babilòniques en 
diferents excavacions. Pel que fa a les de 
contingut matemàtic, n’hi ha moltes que 
contenen taules de diversos tipus. Com no 
tenien cap estri per calcular, feien taules per 
recollir els resultats de les operacions més 
habituals. S’han trobat tauletes amb taules 
de multiplicar simples, taules d’inversos, 
taules de quadrats, cubs, arrels, etc.  
 
La tauleta de dalt (Fig. 3) és la Plimpton 322. 
Actualment no està clar què representen les 
taules que apareixen en aquesta tauleta. En altres trobem diferents problemes resolts, com per 
exemple en la tauleta YBC 7289, també coneguda com la tauleta YALE (Figs. 4 i 5), ja que es 
conserva a la Universitat de Yale, als Estats Units. En aquesta s’observa la resolució d’un 
problema sobre un quadrat i les seves diagonals. El que té d’interessant, és que trobem 
l’aproximació que feien els babilonis de   . Aquesta aproximació era 1;24,51,10. Si passem 
aquest nombre a sistema decimal, obtenim 
 
  
  
  
 
  
    
 
  
      
             
 
Tenint en compte que el valor de    és 1,41421356, l’aproximació dels babilonis era molt bona. 
Per calcular arrels els babilònics utilitzaven un procediment geomètric d’aproximació amb un 
quadrat i rectangles d’àrea convenient. Aleshores, repetien el procés successivament per 
aconseguir millors aproximacions.
6
 
                                                             
5
 Més informació a Neugebauer, O.. Exact Sciences in Antiquity. Dover Publications, Nova York, 1957. 
ISBN: 0-486-22332-9,  p. 29-36. 
 
6
 El procediment concret està explicat a Fowler, D.; Robson, E.. “Square Root Approximations in Old 
Babylonian Mathematics YBC 7289 in Context”. Historia Mathematica, 25,1998, p. 366-378. 
Fig. 3: Tauleta Plimpton 322 
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El nombre   a Babilònia7 
 
Pel que fa al nombre  , entre les tauletes babilòniques que s’han trobat també n’hi ha una que 
conté una llista de constants relacionades amb aspectes geomètrics. Una d’aquestes constants 
és 
  
  
 , que surt relacionada amb una circumferència amb un hexàgon inscrit. Es creu que 
aquesta constant representa la relació entre la longitud de la circumferència i el perímetre de 
l’hexàgon, és a dir: 
  
  
 
                     
                             
 
 
Sabem que els costats d’un hexàgon inscrit en una circumferència valen igual que el radi de la 
circumferència.  
 
 
3. Escriu aquesta proporció que acabem de mostrar suposant que el radi de la circumferència 
és 1. Investiga, si et cal, quina és la fórmula per calcula la longitud de la circumferència. 
 
  
  
 
 
  
 
 
 
Si has fet correctament l’exercici anterior, t’ha sortit una proporció on apareix el nombre  .  
 
4. A partir d’aquesta relació que has obtingut, calcula l’aproximació que feien els babilonis del 
valor de  . 
  
  
 
 
  
 
 
        
 
  
   
  
      
  
 
       
                                                             
7
 Més informació a Neugebauer, O.. Exact Sciences in Antiquity. Dover Publications, Nova York, 1957. 
ISBN: 0-486-22332-9,  p. 47. 
Fig. 4: Tauleta YBC 7289 Fig. 5: Tauleta YBC 7289 amb els 
nombres que hi apareixen 
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Egipte8 
 
L’antic Egipte fou una civilització molt important en la seva època. Es van establir a la conca del 
riu Nil (Fig. 6), la clau del seu èxit, cap al 3150 a.C.. Aquest els permetia aprofitar molt més els 
recursos i els donava un gran avantatge sobre els possibles oponents.  
 
Els coneixements dels egipcis han 
arribat als nostres dies mitjançant 
inscripcions jeroglífiques en 
monuments i papirs. Gràcies a 
això, se sap que utilitzaven tres 
estils bàsics d’escriptura: la 
jeroglífica, la hieràtica i la 
demòtica (Fig. 7).  
 
Per entendre la relació entre els 
tres tipus d’escriptures, va ser 
bàsica la coneguda com Pedra 
Rosseta. Es tracta d’una pedra de 
granit on hi ha escrits amb els tres 
tipus d’escriptura. Aquesta va ser 
trobada per una expedició 
Napoleònica a Egipte.  Jean-
François Champollion a França al 
1822, i Thomas Young al Regne 
Unit al 1823 van desxifrar el 
significat d’aquells escrits. 
 
L’escriptura jeroglífica és 
considerada la més antiga del 
món, i és molt habitual trobar-la 
en monuments. Consistia en 
escriure usant diferents dibuixos: 
persones, animals, plantes... La 
hieràtica, en canvi, és una 
simplificació d’aquests jeroglífics 
per escriure en papirs. Va ser introduïda cap al 2900 o 2800 a.C.. I per últim, quan es va 
simplificar encara més aquesta escriptura, va arribar la demòtica, utilitzada per primer cop al 
voltant de 660 a.C. 
 
 
 
 
A continuació podem veure tres exemples d’aquests tipus d’escriptura:  
 
                                                             
8
 Més informació a  Boyer, C.. A History of Mathematics. Wiley International Edition. Nova York. 1968. 
ISBN: 0-471-09373-4, p. 9-12, a Blanco, M.; Fanés, J. Llombart, A.; Lorenzo, M.. El nombre   a Babilònia i 
Egipte. Màster en Formació del Professorat de Secundària Obligatòria i Batxillerat, Formació Professional 
i Ensenyament d'Idiomes, UPC (Barcelona). 2012, p. 5, 6, a Couchoud, S.. Mathématiques Egyptiennes: 
recherches sur les connaissances mathématiques de l'Égypte pharaonique. Le Léopard d’Or, 1993, i a 
Katz, V.. The Mathematics of Egypt, Mesopotamia, China, India and Islam: A Sourcebook. Princeton 
University Press, Princeton, New Jersey, 2007, p. 7-56. 
Fig. 6: Mapa de la zona on es van establir els antics egipcis 
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Pel que fa a les matemàtiques, es dedicaven, sobretot, a problemes pràctics d’aritmètica com 
ara els repartiments de terrenys, d’herències, de menjars... I, com en els babilonis, també 
trobem moltes taules de productes, de fraccions, de divisions... En quant a les fraccions, cal 
destacar que només utilitzaven fraccions amb numerador 1, llevat de les fraccions 
 
 
 i 
 
 
 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 8: Numeració jeroglífica 
Fig. 9: Numeració hieràtica 
Fig. 7: D’esquerra a dreta, escriptura jeroglífica, escriptura 
hieràtica i escriptura demòtica 
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Papir Rhind9 
 
La majoria del coneixement matemàtic provinent de l’Antic Egipte l’hem obtingut dels papirs 
que es conserven d’aquella època. Els dos més famosos són el papir de Moscú i el papir Rhind 
(Fig. 10). En ells trobem multitud de problemes resolts que ens permeten estudiar els mètodes 
que s’empraven en aquella època i en aquella civilització. 
 
El papir Rhind es troba al Museu Britànic de Londres. Rep aquest nom perquè fou un antiquari 
anomenat Henry Rhind qui el va comprar a la ciutat de Luxor al 1858. Data del 1650 a.C., i 
conté 87 problemes. Aquest document també és conegut com el papir d’Ahmes, que fou 
l’escriba autor de l’obra. Mesura uns 6 metres de llarg i 33 cm d’amplada i és el document que 
més informació ens aporta sobre la matemàtica egípcia antiga. 
 
En quant al contingut matemàtic, podem trobar informació sobre aritmètica bàsica, fraccions, 
càlcul d’àrees, volums, progressions, repartiments proporcionals, regles de tres, regla de “falsa 
posició” i problemes que es resolen per equacions lineals. 
 
Pel que fa al nombre  , al papir Rhind trobem dos problemes relacionats amb ell. 
Concretament, al problema 48 és d’on podem extreure l’aproximació que usaven els egipcis 
d’aquest nombre. Posteriorment, al problema 50, hi ha una aplicació directa d’aquesta 
aproximació. 
 
 
 
Problema 48 (Fig. 11): 
“Compara l’àrea d’un cercle de diàmetre 9 khets amb la del seu quadrat 
circumscrit.” 
 
 
 
 
 
 
 
                                                             
9
 Més informació a Oliu, V. Ahmes al s. XXI. [en línia] [Consulta: 12 de juny de 2012]. Disponilbe a: 
<http://www.xtec.cat/~voliu/Ahmes/> i a Pulpón, A. Historia del papiro Rhind y similares. Departament de 
matemàtiques de la Universidad de Castilla La Mancha. 2010.  
Fig. 10: Fragment del papir Rhind on es troba el problema 
48 
Fig. 11: Resolució del problema 48 del 
papir Rhind 
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Si ens fixem amb la figura que hi ha dibuixada a la part superior de la resolució del problema, 
veiem com l’autor dibuixa un octàgon dintre d’un quadrat. Això és degut a que per aproximar 
l’àrea del cercle de diàmetre 9 khets calculaven l’àrea d’aquest octàgon.  
 
 
 
 
 
 
Per calcular l’àrea d’aquest octàgon, 
calculaven l’àrea de tot el quadrat de 
costat 9 khets, i li restaven els quatre 
triangles de les cantonades que no 
formen part de l’octàgon. 
 
Si fem una malla de 9x9 en tot el quadrat, 
tenim aquest dividit en quadradets de 
costat 1 khets. Per tant, per calcular 
l’àrea de qualsevol figura dintre el 
quadrat només cal comptar quants 
quadradets ocupa. 
 
 
5. Fixa’t en el dibuix anterior del quadrat, la circumferència i l’octàgon. 
 
a. En quants quadradets petits queda dividit tot el quadrat? 
 
El quadrat queda dividit en 81 quadradets. 
 
 
b. Quants quadradets ocupa un dels triangles dels que hem de descomptar? 
 
Els triangles rectangles de les cantonades ocupen 3 quadradets sencers i tres mitjos 
quadradets. Per tant, ocupen 4 quadradets i mig. 
 
 
c. Quants quadradets haurem de descomptar si hem de treure els quatre triangles 
rectangles de les cantonades? 
 
Si sumem els quadradets dels quatre triangles que hem de descomptar, tenim quatre 
cops 4 quadradets i mig: 
  
     
 
 
                     
 
Hem de descomptar 18 quadradets. 
 
 
d. Quina àrea té l’octàgon? 
(Indicació: (khets)
2
=setjats) 
  
Si dels 81 quadradets totals hem de descomptar 18 quadradets, aleshores ens queden: 
 
                    
 
Per tant, l’àrea de l’octàgon és de 63 quadradets, que és el mateix que 63 setjats. 
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No obstant, els egipcis no agafaven aquests 63 setjats, sinó que ho aproximaven a 64. Això ho 
feien perquè 64=8
2
, és a dir, 64 és l’àrea d’un quadrat de costat 8. 
 
 
 
 
 
 
Si posem tots els quadradets que s’han de 
descomptar junts i obviem que el quadradet 
de la cantonada superior esquerra s’ha de 
descomptar dues vegades, la zona no 
ombrejada és aquest quadrat de costat 8.  
 
És a dir, els egipcis aproximaven l’àrea del 
cercle de diàmetre 9 khets mitjançant un 
octàgon, i després aproximaven l’àrea 
d’aquest octàgon mitjançant un quadrat de 
costat 8 khets. 
 
 
 
En definitiva, els egipcis aproximaven l’àrea d’un cercle de diàmetre 9 khets mitjançant un 
quadrat de costat 8 khets. 
 
 
Quina transcendència té això en el nombre  ? Anem a veure-ho. 
 
6.  
a. Escriu la fórmula que utilitzem actualment per calcular l’àrea d’un cercle. 
 
      
 
b. Escriu la fórmula que utilitzem actualment per calcular l’àrea d’un quadrat. 
 
     
 
c. Iguala la fórmula de l’àrea del cercle en el cas que el diàmetre valgui 9 khets amb la 
fórmula de l’àrea del quadrat en el cas que el costat valgui 8 khets. Un cop ho tinguis, 
investiga quin valor s’obté per al nombre   (utilitza 5 decimals). 
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7. Quin valor has obtingut per a   en l’exercici anterior? 
 
          
 
a. En quin decimal comença a haver-hi un error amb el valor de   que coneixem 
actualment? 
 
En el segon decimal, que el correcte és 4, i en l’aproximació egípcia surt 6. 
 
 
b. Et sembla que és una bona aproximació? Per què? 
 
 
 
 
 
 
 
El problema 50, és una aplicació directa d’aquesta aproximació entre el quadrat de costat 8 
khets i el cercle de diàmetre 9 khets que empraven els egipcis.  
 
Problema 50 (Fig. 12):  
“Exemple d’un camp circular de diàmetre 9 khets. Quina és la seva àrea?” 
 
 
Fig. 12: Resolució del problema 50 del papir Rhind 
 
En aquesta resolució, proposa les següents instruccions per resoldre’l: 
 
- Treu 
 
 
 del diàmetre. Queda 8. 
- Multiplica 8 per 8. Queda 64. 
- Aquesta és la solució. 
 
El procés que segueix Ahmes ens indica clarament que volia arribar a calcular l’àrea d’un 
quadrat de costat 8 khets, que ell considerava que era igual (o aproximava) l’àrea del cercle de 
diàmetre 9 khets. 
 
8. Realitza els càlculs que proposa Ahmes per resoldre el problema 50 amb notació actual. 
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Grècia10 
 
La civilització de l’Antiga Grècia, també coneguda com civilització hel·lènica, es va estendre per 
la Península Balcànica, les illes del mar Egeu i les costes de la Península d’Anatòlia, l’actual 
Turquia (Fig. 13). 
 
Cap al 2700 a.C. van desenvolupar a l’illa de Creta una rica i fructífera cultura comercial. 
Aquesta cultura rep el nom de minoica o cretenca. Cap al 1600 a.C., els aqueus, un poble de 
parla grega i d’origen indoeuropeu, va entrar al territori de la Grècia continental, establint-se a 
l’extrem nord-est de la península del Peloponès. Aquest poble va arribar a dominar als 
cretencs, i la seva ciutat més important fou Micenes. 
 
 
Fig. 13: Mapa del territori hel·lenístic 
 
El següent poble que va entrar i dominar Grècia van ser els doris, cap al 1200 a.C.. Esparta i 
Corint van ser les seves principals ciutats, però va ser una època de retrocés cultural, 
coneguda com l’Edat fosca. No va ser fins als segles VIII, VII i VI a.C. que Grècia no es 
recupera política, econòmica i culturalment. Aquesta recuperació va ser possible gràcies a 
l’organització en ciutats estat (polis) i la fundació de colònies a les costes de l’Àsia Menor i en 
diversos punts del Mediterrani. 
 
Durant els segles V i IV a.C. es va produir el gran desenvolupament de les ciutats estat 
independents, entre les quals destacaven Atenes i Esparta. Atenes va acabar convertint-se en 
la potència principal i, en política, es va establir la democràcia.  
 
Va ser en aquesta època on els grecs comencen a escriure nombres i comencen a aparèixer 
autors que esdevindrien molt importants en la història de la matemàtica. Unes d’aquestes 
figures van ser Tales de Milet (aprox. 624 a.C.-aprox. 547 a.C.) i Pitàgores de Samos (aprox. 
                                                             
10
 Més informació a Boyer, C.. A History of Mathematics. Wiley International Edition. Nova York. 1968. 
ISBN: 0-471-09373-4, p. 69-72, a Sociedad Andaluza de Educación Matemática. Antigua Grecia. 
Disponible a: <http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/HisArtLit/01/grec.htm> 
i al curs on-line: < http://www.xtec.cat/formaciotic/dvdformacio/materials/tdcdec/index.html> 
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569 a.C.-aprox. 475a.C.). Aquest últim va fundar una gran escola, l’Escola Pitagòrica, molt 
coneguda i important a la Grècia antiga. No obstant, a banda d’aquests dos, hi ha molts altres 
científics grecs que van resultar importantíssims durant la seva era. 
 
Tot i el poder que va agafar 
Atenes, Esparta no va 
quedar-se enrere, i les 
seves diferències van 
acabar desencadenant la 
Guerra de Peloponès, que 
va durar fins al 404 a.C.. 
Cadascun dels bàndols va 
absorbir als seus veïns més 
dèbils i tots es van veure 
involucrats en el conflicte 
(Fig. 15). Finalment Esparta 
i els seus aliats es van 
imposar sobre Atenes.  
 
Aprofitant la feblesa de 
Grècia després de la 
guerra, el rei Filipo II de 
Macedònia va apoderar-se 
d’Atenes i Tebas. Amb la 
seva mort, el seu fill 
Alexandre Magne, va conquistar més territoris i va 
fundar un gran imperi. Amb aquest va desaparèixer el 
poder dels grecs, però no la seva cultura. L’època 
d’Alexandre el Magne és la més important 
culturalment parlant, és l’època d’Euclides (aprox. 325 
a.C.-aprox. a.C.265), d’Aristòtil (384 a.C.-322 a.C.), 
d’Aristarc (aprox. 310 a.C.-230 a.C.), d’Arquimedes 
(287 a.C.-212 a.C.), i Apol·loni (aprox. 262 a.C.-aprox. 
190 a.C.), entre altres. 
 
Una de les obres més importants d’aquesta època 
daurada és els Éléments (aprox. 300 a.C.) d’Euclides. 
Es tracta d’una obra on s’assenten les bases de la 
geometria clàssica que s’estudia avui en dia. L’obra 
consta de 13 volums que recullen els coneixements 
matemàtics de diferents escoles gregues. Es creu que 
podria ser una obra col·lectiva, i és la que ha tingut 
més edicions després de la Bíblia en tota la història. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 14: Retrat  d’Euclides 
Fig. 15: Mapa dels aliats als dos bàndols de la guerra del Peloponès 
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9. Explica els principal fets històrics de l’Antiga Grècia i la seva importància dintre de les 
matemàtiques. 
 
Al voltant del 2700 a.C. els grec de l’illa de Creta van desenvolupar allí una cultura comercial 
que els va aportar grans beneficis. Es va batejar com cultura minoica o cretenca, i es van 
expandir per gran part del territori grec. Cap al 1600 a.C. van entrar al territori grec els 
aqueus, i van fer de la ciutat de Micenes la més important. 
 
No obstant, 400 anys després, van arribar els doris, amb Corint i Esparta com a ciutats més 
importants. Va ser una època molt poc fructífera per a Grècia, coneguda com l’Edat fosca. 
No va ser fins als segles VII, VII i VI a.C. que Grècia va tornar a créixer amb l’organització 
en ciutats estat (polis) i la fundació de colònies. 
 
Aquest creixement va continuar fins a finals del segle V a.C. que va ser quan es va produir 
la Guerra del Peloponès. Després d’aquesta, amb una Grècia molt debilitada, el rei 
macedoni Fillipo II, i posteriorment el seu fill Alexandre Magne, van ocupar el territori grec. 
Tot i això, la cultura de la Grècia antiga no es va perdre en aquesta invasió i posteriorment 
s’ha pogut recuperar. 
 
Pel que fa a les matemàtiques, l’època daurada grega comença al segle III a.C. Autors com 
Euclides (aprox. 325 a.C.-aprox. a.C.265), Aristòtil (384 a.C.-322 a.C.), Aristarc (aprox. 310 
a.C.-230 a.C.), Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.) o Apol·loni (aprox. 262 a.C.-aprox. 190 
a.C.). L’obra principal en aquest sentit és els “Éléments” d’Euclides, escrita sobre el 300 
a.C.. En aquesta s’assenten les bases de la geometria clàssica que estudiem avui en dia. 
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Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.)11 
 
A Grècia trobem molts autors importants que van 
aportar molt coneixement en molts camps. En 
matemàtiques, una de les figures més notables és, 
sense dubte, Arquimedes (Fig. 16). Va viure a 
Siracusa, l’illa ara anomenada Sicília i el seu pare 
era astrònom. 
 
Va entrar en contacte amb altres matemàtics, i va 
passar un temps a Egipte, on va estudiar a 
l’escola d’Euclides a Alexandria. El rei de Siracusa 
era  conscient de les capacitats d’Arquimedes, i en 
moltes ocasions li demanava consells o li feia 
encàrrecs. 
 
També va fabricar nombrosos aparells i màquines, 
sovint més apreciats que els coneixements 
matemàtics que demostrava. No obstant, el propi 
autor considerava que les fabricacions d’aquests 
aparells no eren més que divertiments per aplicar a 
la realitat les idees geomètriques abstractes que ell tenia i que eren les que realment li 
interessaven. 
 
Arquimedes estava, també, molt interessat en els tres problemes geomètrics clàssics: la 
quadratura del cercle, la duplicació del cub i la trisecció d’un angle. 
 
Va escriure diferents tractats sobre diferents temes de geometria: sobre els equilibris dels plans 
(2 llibres), sobre la quadratura de la paràbola, sobre l’esfera i el cilindre (2 llibres), sobre els 
espirals, sobre les còniques i esferoides, sobre els cossos flotants (2 llibres) i mesures d’un 
cercle. En aquest últim és on fa la seva aproximació de  . 
 
El seu teorema més famós és el que coneixem com el Principi d’Arquimedes
12
, que diu el 
següent: 
 
«Qualsevol cos completament o parcialment submergit  en un líquid es troba sotmès a una 
força cap a dalt que és igual al pes del líquid desplaçat pel cos.» 
 
Respecte a la seva mort, hi ha tres versions. La primera diu que, durant l’entrada dels romans a 
Siracusa, ell estava capficat amb un problema geomètric que dibuixava a la sorra. Un soldat li 
demana que el segueixi fins on era el general Marcel, però Arquimedes li va dir que s’esperés a 
que acabés el problema en el que estava. Al soldat no li va agradar la resposta i, ple d’ira, el 
matà. La segona afirma una cosa similar, simplement es diferenciava en que el soldat es va 
presentar ja amb l’espasa a la mà per matar-lo, i Arquimedes li va suplicar, sense èxit, que el 
deixés acabar el treball que estava fent. L’última, en canvi, diu que Arquimedes solia portar a 
Marcel diferents instruments matemàtics amb els quals adaptava la magnitud del sol a la vista. 
Aleshores, uns soldats topen amb Arquimedes i pensen que portava or dins una caixa i el 
maten
13
. 
                                                             
11
 Més informació a Serres, M.. Historia de las ciencias. Ediciones Cátedra. Madrid 1991. ISBN: 84-376-
0988-7, p. 119-125, a School of Mathematics and Statistics, University of St Andrews, Scotland. The 
MacTutor History of Matehmatics Archive. Disponible a: <http://www-history.mcs.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Archimedes.html> i a Boyer, C.. A History of Mathematics. Wiley International 
Edition. Nova York. 1968. ISBN: 0-471-09373-4,  p. 134-140. 
 
12
 Arquimedes l’inclou al tractat que traduït al català s’anomenaria Sobre els cossos flotants 
 
13
 Aquestes versions de la mort d’Arquimedes les explica el biògraf Plutarc a una obra el títol de la qual, 
traduït al català seria Vides paral·leles. 
Traducció anglesa en línia de l’obra de Plutarch disponible a:  
<http://www.documentacatholicaomnia.eu/03d/0045-
0125,_Plutarch,_Parallel_Lives_Of_Noble_Grecians_And_Romans,_EN.pdf >  
Fig. 16: Retrat d’Arquimedes 
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El nombre   amb Arquimedes14 
 
Ara veurem, detalladament, quin mètode va emprar Arquimedes per aproximar el nombre  . Ell 
ja entenia el nombre   com la raó entre la longitud de la circumferència i el seu diàmetre, però 
no sabia quant era la longitud de la circumferència. L’únic que sabia era que aquesta sempre 
seria més gran que el perímetre de qualsevol polígon inscrit en ella, i més petita que el 
perímetre de qualsevol polígon circumscrit. I això és el que utilitza en el seu mètode per acotar 
el nombre  .  
 
Arquimedes fa la construcció següent, on CB seria el costat d’un hexàgon regular, AD la 
bisectriu de l’angle CAB, AE la bisectriu de l’angle DAB, AF la bisectriu de l’angle EAB i AG la 
bisectriu de l’angle FAB: 
 
 
Amb això, el que té és que DB és el costat del dodecàgon regular inscrit a la circumferència, 
EB el costat del 24-gon regular inscrit, FB el costat del 48-gon regular i GB el costat del 96-gon 
regular. Al fer aquesta construcció amb bisectrius, sempre vas obtenint costats de polígons 
regulars del doble de costats. 
 
Aleshores, l’angle CAB és de 30º, i l’angle ACB és recte, i Arquimedes acota la raó 
  
  
 de la 
següent manera: 
  
  
 
    
   
 
 
Llavors, si considerem el punt H com la intersecció de BC i AD, tenim que els triangles AHC i 
ABD i HBD són semblants, ja que,  
 
            
 
Aleshores,  
  
  
 
  
  
 
  
  
 
 
Llavors, aplicant propietats de la bisectriu i manipulant el que li surt, obté que 
 
                                                             
14
 La demostració totalment desenvolupada a Heath, T. L.. The Works of Archimedes [en línia]: 
Measurement of a Circle. Cambridge University Press, 1897, p. 91-98. [Consulta: 8 de juny de 2012]. 
Disponible a: < http://archive.org/stream/worksofarchimede00arch#page/n13/mode/2up> 
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però teníem que 
  
  
 
    
   
 
 
i sabem que 
  
  
   ja que BC és el costat de l’hexàgon, que és igual al radi, per tant, BA que 
és el diàmetre, és dos cops el costat de l’hexàgon (BC). 
Llavors tenim,  
  
  
 
     
  
   
    
   
 
    
   
 
Ara elevem al quadrat 
   
   
 
     
    
 
Però,  
   
   
 
       
   
 
     
    
   
       
    
 
Aleshores,  
  
  
 
     
 
 
   
 
 
I ja tenim acotada la raó entre el costat del dodecàgon i el diàmetre. Sempre busca acotar 
aquestes raons, les del costat del polígon i el diàmetre: 
 
  
  
 
  
  
   
  
  
 
 
Per a aquesta última obté la següent cota: 
  
  
 
        
                 
 
     
 
 
  
 
 
Aleshores, si ara volem la raó entre el perímetre del polígon i el diàmetre de la circumferència, 
fem el següent: 
 
                
        
 
                
        
    
  
  
 
     
    
   
  
  
 
 
 
I aquesta és la cota inferior que obté Arquimedes: 
 
  
                       
        
   
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Per trobar la cota superior, Arquimedes utilitza els mateixos polígons regulars però ara 
circumscrits, i fa la següent construcció, anàloga a la que fa amb els inscrits: 
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El segment CA és la meitat del costat de l’hexàgon circumscrit que pren inicialment. Aleshores, 
l’angle COA és de 30º, i Arquimedes acota la raó 
 
  
  
 
   
   
 
 
Llavors, torna a utilitzar propietats de la bisectriu i altres propietats geomètriques per arribar a 
que 
  
  
 
     
  
 
  
  
 
  
  
   
   
   
 
   
   
 
 
En aquest cas, Arquimedes va trobant les raons entre les meitats dels costats dels polígons 
circumscrits (CA, DA, EA, FA i GA) i el radi (OA) manipulant les diferents raons que troba.  
L’última de les raons, és la següent: 
  
  
 
    
                    
 
     
 
 
   
 
 
I ara, com GA és la meitat del costat del 96-gon regular circumscrit i el radi (OA) és la meitat del 
diàmetre (AB),  
                               
                 
 
                            
        
 
        
    
    
  
  
    
   
     
 
 
 
     
     
 
 
 
   
    
 
 
     
 
 
   
 
 
 
 
I aquesta és a cota superior que troba Arquimedes 
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És a dir, Arquimedes acota el nombre   d’aquesta manera:  
 
  
  
  
     
 
 
 
 
 
 
 
A continuació farem les construccions d’alguns d’aquests polígons que va usar Arquimedes 
amb Geogebra. 
 
Construcció amb hexàgons 
 
Anem a construir una circumferència amb un hexàgon regular inscrit i un de circumscrit. Per fer-
ho, hem de seguir els següents passos: 
 
Hexàgon inscrit: 
 
 Crea una circumferència de radi 1 amb l’eina Circumferència donats el centre i el radi. 
 Crea un punt qualsevol del perímetre de la circumferència amb 
l’eina Punt nou.  
 Amb l’eina Angle amb amplitud donada, marca un angle de 60º 
des del punt que has marcat del perímetre de la circumferència 
agafant de  vèrtex el centre de la circumferència. Amb això es 
marcarà un nou punt sobre la circumferència, que serà un altre 
vèrtex de l’hexàgon inscrit. 
 
 Amb l’eina Polígon regular, crea un hexàgon marcant els dos 
punts de la circumferència. Amagant els punts i l’angle central ja has de tenir creat 
l’hexàgon inscrit. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hexàgon circumscrit: 
 
 Amb l’eina Tangents, dibuixa la tangent a la circumferència que passi per un vèrtex 
qualsevol de l’hexàgon inscrit. 
 Fes el mateix amb dos vèrtexs consecutius al que ja has fet servir en la primera 
tangent.  
 Les tres tangents que tens dibuixades es tallen dos a dos. Aquests dos punts de tall 
seran dos vèrtexs de l’hexàgon circumscrit. Ara, amb l’eina Polígon regular, marca 
aquests dos punts i dibuixa l’hexàgon regular circumscrit. 
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 Ara amaga les tangents i els punts i ja has de tenir els dos hexàgons dibuixats: l’inscrit i 
el circumscrit. 
 
 
 
 
10. Fes la mateixa construcció amb polígons de 12 i 24 costats amb Geogebra. Copia aquí 
sota la imatge de la teva construcció. 
 
Dodecàgons inscrit i circumscrit 24-gons inscrit i circumscrit 
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Es pot observar que, amb polígons de 24 costats, ja costa distingir a simple vista entre els 
polígons i la circumferència. Aquest fet és el que comentàvem anteriorment que va portar a 
Arquimedes, a aproximar-se a la longitud de la circumferència mitjançant el perímetre del 
polígon inscrit o circumscrit, ja que llavors, 
 
 
                   
                      
 
                
                      
 
 
 
 
 
 
 
11. Què representa el nombre π? Com ho aproximava Arquimedes? 
 
El nombre π representa la raó entre la longitud de la circumferència i el seu diàmetre, o el que 
és el mateix, quants diàmetres caben “dintre” de la longitud de la circumferència. 
 
Arquimedes va trobar cotes per a la raó entre el perímetre d’un polígon regular de 96 costats 
inscrit a la circumferència i el diàmetre d’aquesta (cota inferior) i la raó entre el perímetre d’un 
polígon regular circumscrit a la circumferència de 96 costats i el diàmetre (cota superior). 
D’aquesta manera, aquestes cotes li servien també per a la raó entre la longitud de la 
circumferència i el seu diàmetre, que és el nombre  . 
 
 
 
12. Calcula una aproximació del nombre   com ho feia Arquimedes amb l’hexàgon següent: 
 
 
 
Hem de calcular el perímetre de l’hexàgon, per 
tant hem de saber quant mesura un costat. 
Sabem que els costats d’un hexàgon inscrit en 
una circumferència mesuren igual que el radi 
de la circumferència. Aleshores: 
 
                     
 
Llavors, l’aproximació de   seria la raó entre el 
perímetre de l’hexàgon i el diàmetre de la 
circumferència: 
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13. Mitjançant l’applet del mètode d’Arquimedes (Veure Annex 5), completa les taules 
següents. Utilitza 5 decimals quan n’hi hagi. 
 
 
Polígons inscrits 
Nombre costats Longitud costat Perímetre (p) Diàmetre (d) p/d 
6 4 24 8 3 
12 2,07055 24,84663 8 3,10583 
24 1,04421 25,13274 8 3,13263 
48 0,52323 25,1148 8 3,13935 
72 0,34896 25,12477 8 3,1406 
96 0,26175 25,12826 8 3,14103 
 
 
Polígons circumscrits 
Nombre costats Longitud costat Perímetre (p) Diàmetre (d) p/d 
6 4,6188 27,71282 8 3,4641 
12 2,14359 25,72314 8 3,21539 
24 1,05322 25,2773 8 3,15966 
48 0,52435 25,16871 8 3,14609 
72 0,34929 25,14872 8 3,14359 
96 0,26189 25,14174 8 3,14272 
 
 
 
 
14. Quines són les millors cotes que has trobat en les taules de l’exercici anterior? 
 
                  
 
 
a. En quin decimal comença a haver-hi un error en les cotes que has trobat? 
 
A la cota inferior, l’error comença en el quart decimal. El valor actual de   és 
3,141592, per tant, fins al tercer decimal és correcta.  
A la cota superior, l’error comença al tercer decimal, ja que aquest és diferent al del 
valor que tenim actualment. 
 
 
b. Aquesta aproximació és millor que les que hem vist fins ara? 
 
És clar que aquesta aproximació és millor que l’anterior ja que l’error el trobem en una 
posició decimal més avançada que en els altres casos. Els babilonis i els egipcis 
tenien l’error en el segon decimal, mentre Arquimedes el té en el tercer a una de les 
cotes i en el quart a l’altra. 
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Aproximacions històriques posteriors15 
 
 
c. 150 a.C. 
Umasvati 
(Índia) 
Inscrivint un hexàgon regular i després un dodecàgon, i 
aplicant el teorema de Pitàgores s’obté un valor igual a l’arrel 
quadrada de 10: π=3,16 
c. 260 d.C. Liu Hui (Xina) 
Inscrivint un hexàgon regular en un cercle i calculant per 
aplicacions successives del Teorema de Pitàgores els 
perímetres dels polígons de 12, 24, 48 i 96 costats. Amb 
aquest últim polígon arriba a π=3,1416 
c. 480 
Tsu Hung Chih 
(Xina) 
Mètode similar al de Liu Hui, exceptuant que l’aplicació 
successiva del Teorema de Pitàgores la duu fins a un polígon 
regular de 24.576 costats. El resultat obtingut és: 
3,1415926<π<3,1415927 
c. 500 
Aryabhata 
(Índia) 
Probablement calculant el perímetre d’un polígon regular 
inscrit de 384 costats obté π≈3,14159654 
c. 1400 
Madhava 
(Índia) 
Utilitzant un desenvolupament en sèrie infinita per a π obté: 
π≈3,14159265359, exacte fins al darrer decimal 
1429 
Al-Kashi 
(Pèrsia) 
Probablement calculant el perímetre d’un polígon regular de 
3x2
28
 costats obté, exacte fins al darrer decimal: 
π≈3,1415926535897932 
1593 François Viète 
Calculant el perímetre de polígons regulars de 2
16
 costats 
obté: 3,1415926535<π<3,1415926537 
1593 
Adriaan van 
Roomen 
(Alemanya) 
Calculant el perímetre d’un polígon regular de 
2
30
=1.073.741.824 costats obté 15 decimals correctes: 
π=3.141592653589793 
1596 
Lodolpho Van 
Ceulen 
Calculant el perímetre d’un polígon de 2
62
 costats obté 35 
decimals correctes. Passa gairebé tota la seva vida amb 
aquest càlcul. 
1665 
Isaac 
Newton 
Utilitza 40 termes de la sèrie de potències de la funció 
arcsin(x) per a x=1/2. 
 
 
A partir de Newton, es produeixen moltíssimes millores de l’aproximació del nombre π però ja 
amb mètodes similars al de Newton, amb sèries de potències. Actualment es coneixen bilions 
de xifres decimals de les infinites que té el nombre π. L’aparició dels ordinadors, sense els 
quals serien impossibles aquestes xifres, va provocar un salt enorme en aquest sentit. 
 
 
                                                             
15
 Més informació a Guevara, I.. La història de les matemàtiques dins dels nous currículums de 
secundària. La introducció de contextos històrics a l’aula, un recurs per a millorar la competència 
matemàtica. Annex 2: Aproximacions al nombre π. Memòria d’investigació: Llicència tipus A. Barcelona, 
2009, p. 7, 8 i a School of Mathematics and Statistics, University of St Andrews, Scotland. The MacTutor 
History of Matehmatics Archive. Disponible a: 
 < http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Pi_chronology.html> 
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15. Quins trets comuns observes en la majoria dels mètodes que s’han utilitzat al llarg de la 
història, tant en els que hem treballat (babilonis, egipcis i grecs) com en els posteriors, per 
aproximar el nombre π? Per què s’utilitzaven aquests mètodes tan similars? 
 
Es pot observar que la majoria dels mètodes tenen el mateix raonament, inscriure polígons 
dintre la circumferència per aproximar-nos el màxim possible al valor del cercle o bé, 
calculant el perímetre del polígon, per aproximar-se a la longitud de la circumferència. 
Aquests resultats eren els que realment els interessaven. 
 
 
16. Quin és el motiu pel qual les aproximacions anaven millorant al llarg de la història? Per 
què? 
 
El motiu és que cada cop s’utilitzaven polígons amb un nombre de costats més gran. 
 
Llavors les aproximacions milloren perquè, com més costats hi ha, el polígon més 
s’assembla a la circumferència, i aleshores el seu perímetre s’acosta més a la longitud real 
de la circumferència. 
 
 
17. Per què canvien els mètodes a partir del segle XVII aproximadament? 
 
Perquè amb l'aportació de la ciència àrab es comença a desenvolupar la trigonometria 
moderna (entre d'altres, el "Tractat del quadrilàter complet "(1260) de Nassir al-Din al-
Tusi(1201-1274)) que posteriorment es va difondre a Occident a través de l'obra de 
Regiomontanus (1436-1476) "De triangulis Omnimodis" (1533), entre d'altres, i que va 
sistematitzar Bartolomeu Pitiscus al 1600 amb la seva obra "Trigonometria". Aquest nou 
camp de les matemàtiques va permetre trobar nous mètodes per aconseguir millors 
aproximacions de   durant els segles posteriors. 
 
 
18. Per què només podem obtenir aproximacions del nombre π i no el seu valor exacte?  
 
Perquè el nombre π és un nombre irracional, és a dir, que té infinits decimals. Per tant, no 
podrem mai arribar a definir tots els seus decimals per a tenir el seu valor exacte. 
Aleshores, l’únic que podem fer és agafar més o menys decimals, depenent del que 
vulguem fer, per tenir una millor o pitjor aproximació. 
 
 
19. Una vegada has acabat aquest dossier, explica què significa el nombre π i per què es tan 
important en matemàtiques? 
 
El nombre π és la raó entre la longitud d’una circumferència i el seu diàmetre. És a dir, ens 
diu quants diàmetres “cabrien” en tota la circumferència.  
 
És important el fet que aquesta relació és constant, sigui quina sigui la circumferència, 
sempre és el mateix valor. Aleshores, aquest nombre ens permet fer tota mena de càlculs 
relacionats amb mesures en les que intervingui alguna circumferència només sabent quin 
diàmetre té aquesta. 
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Avaluació del recurs 
 
Omple el següent qüestionari i retorna-ho a el/la professor/a, no cal que posis el nom. 
 
Valora de 0 a 10 els següents aspectes: 
 
1 Interès del dossier 
 
2 Utilitat del dossier 
 
3 Estructuració dels continguts 
 
4 Claredat de les explicacions 
 
5 Grau de dificultat 
 
 
  
Què és el que més t’ha agradat?  
 
 
 
 
I el que menys t’ha agradat? 
 
 
  
 
Trauries alguna cosa del dossier? 
 
  
 
 
Afegiries alguna cosa? 
 
 
  
 
Altres observacions:  
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ANNEX 4: Proposta d’implementació del recurs Les primeres 
aproximacions del nombre   
 
Consideracions prèvies a la implementació 
 
En aquest recurs hi ha algunes activitats que s’han de resoldre amb ordinador (exercicis 10 i 
13), per tant, seria convenient realitzar aquests exercicis si el centre participa del projecte 1x1, 
ja que si no aquesta feina l’haurien de fer els alumnes a casa si allí disposen d’ordinador.  
 
Pel que fa a l’exercici 10, on s’han de construir polígons inscrits i circumscrits en una 
circumferència, es podria intentar fer a mà, però els polígons que es demanen són d’un nombre 
elevat de costats (12 i 24 costats) i pot suposar molta feina. Aleshores, si s’ha de fer a mà, es 
pot fer el que està d’exemple, que és un hexàgon. 
 
En relació a l’exercici 13, si els alumnes no tenen ordinador per visualitzar l’applet necessari 
per fer l’activitat, es poden proporcionar les “imatges” de l’applet que són necessàries per fer 
l’exercici. Amb això es perd el dinamisme d’aquest, però és una manera de superar el fet de no 
tenir ordinador per a l’alumnat. Si almenys es disposa de projector per al professor, sí que seria 
interessant mostrar-los l’applet per a que el vegin. 
 
Proposta d’implementació 
 
La realització d’aquest recurs requeriria unes tres hores. Es pot treballar en qualsevol moment 
del curs, ja que els coneixements previs necessaris ja han hagut d’estar treballats a Primària. 
Potser seria interessant situar-lo abans o després d’algun tema relacionat amb la geometria 
plana de polígons, que forma part del currículum. 
  
Seguidament adjuntem una proposta d’implementació d’aquest dossier per portar-lo a l’aula: 
 
Classe 1 
 
Abans de començar amb el dossier pròpiament dit, potser seria interessant estudiar quins 
coneixements tenen els/les alumnes sobre el nombre  . Per fer-ho, es poden fer algunes 
preguntes inicials com les de la pàgina 9 (Annex 3) corresponent a aquest recurs. 
 
Després d’aquesta primera presa de contacte, aquesta primera sessió estaria dedicada a 
Babilònia i la introducció a Egipte (pàgines 10-15, Annex 3). Durant aquesta sessió 
s’explicarien els aspectes històrics relacionats amb aquestes civilitzacions i s’estudiarien els 
procediments babilonis per aproximar el nombre  . 
 
S’haurien d’explicar les tauletes babilòniques, els sistemes d’escriptura i de numeració 
d’aquests pobles: l’escriptura cuneïforme i el sistema sexagesimal dels babilonis i els papirs i 
els tres tipus d’escriptures egípcies.  
 
Classe 2 
 
En la segona classe, treballaríem els aspectes dels egipcis relacionats amb el nombre   i 
s’introduiria l’època de l’antiga Grècia.  
 
Pel que fa a Egipte, s’hauria de parlar del papir Rhind i dels problemes 48 i 50 d’aquest 
(pàgines 16-19, Annex 3), que són els que tenen una relació més directa amb l’aproximació 
egípcia del nombre  . Aleshores es farien els exercicis proposats que permetran que els 
alumnes reprodueixin els mètodes egipcis que els van portar a trobar la seva aproximació.  
 
Una vegada trobada i estudiada l’aproximació egípcia de  , ja es podria introduir l’època 
hel·lenística (pàgines 20-22, Annex 3). S’explicaria la història d’aquesta civilització i la seva 
relació amb les matemàtiques, i s’acabaria amb un exercici que demana resumir tota la 
informació que s’explica en el dossier. 
 
Classe 3 
 
Per acabar, en l’última classe es treballaria Arquimedes (pàgines 23-30, Annex 3) i les 
posteriors aproximacions que s’han trobat de   (pàgines 31 i 32, Annex 3). S’hauria d’explicar 
la vida i obra d’Arquimedes i la seva relació amb el nombre  . I aleshores realitzar les activitats 
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proposades, totes elles relacionades amb el mètode amb el qual Arquimedes va trobar les 
cotes entre les quals havia d’estar  . 
 
Posteriorment, es mostrarien les diferents aproximacions que s’han succeït després d’aquestes 
i els mètodes emprats per fer-les. Llavors es pregunta als alumnes quins trets comuns 
s’observen entre els mètodes, per què cada cop s’obtenen aproximacions millors i per què 
canvien els mètodes a partir del segle XVII. D’aquesta manera, es pretén que l’alumne entengui 
el motiu pel qual s’usa aquest mètode i potser l’ajuda a entendre millor el significat del nombre 
 . Per últim, es fan dues preguntes a mode de resum sobre la importància de   i el seu 
caràcter irracional. 
  
Recursos d’història de les matemàtiques per millorar l’aprenentatge                         38 
 
ANNEX 5: Imatges applet de polígons regulars inscrits i circumscrits 
(ex.13 Annex 3) 
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ANNEX 6: Recurs Els jocs d’atzar en diferents cultures. Els inicis de la 
teoria de la probabilitat 
 
 
Els jocs d’atzar en diferents cultures. Els inicis de la teoria de 
la probabilitat 
 
 
 
Continguts  
matemàtics  
principals 
- Probabilitat d’un esdeveniment (Regla de Laplace) 
- Propietats de la probabilitat 
- Experiments compostos 
- Esperança matemàtica aplicada als jocs d’atzar amb apostes 
Coneixements 
previs 
- Freqüència absoluta i relativa 
- Operacions amb fraccions 
Ubicació en 
el currículum 
- 2n d’ESO 
- Bloc d’estadística i atzar 
Competències  
implicades 
- Competència matemàtica 
- Competència cultural 
- Competència del tractament de la informació 
- Competència de coneixement i interacció amb el món físic 
- Competència d’aprendre a aprendre 
- Competència d’iniciativa i autonomia personal 
Connexions 
externes 
- Història 
- Ciències socials 
Objectius 
- Conèixer els principals fets i figures històriques de l’evolució de la teoria 
de la probabilitat. 
- Introduir de manera mínimament formal els principals conceptes que 
envolten la teoria de la probabilitat actual. 
- Saber calcular de manera eficaç probabilitats lligades a experiments 
quotidians i a diversos jocs d’atzar. 
- Comprendre les propietats principals de la probabilitat. 
- Aplicar correctament el mètode del diagrama d’arbre per resoldre 
problemes relacionats amb experiments compostos senzills. 
- Comprendre el concepte d’esperança matemàtica aplicada als jocs 
d’atzar i saber calcular l’esperança de guany a l’hora d’apostar a un joc 
d’atzar. 
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Els jocs d’atzar en diferents cultures16 
 
És molt difícil determinar l’origen dels jocs d’atzar. Durant moltes èpoques hi ha hagut 
restriccions i, fins i tot, prohibicions d’aquests tipus de jocs al·ludint a qüestions religioses i 
legals, però tot i els entrebancs, els jocs d’atzar s’han continuat practicant al llarg de tota la 
història. 
 
En nombroses excavacions arqueològiques assíries i sumèries s’han trobat restes de 
l’avantpassat del dau: l’astràgal (Fig. 1), un os que es troba a sobre el taló. Aquests podien ser 
de be, de cérvol o d’altres animals d’una mida 
semblant. On trobem les primeres proves de l’ús 
d’astràgals en els jocs d’atzar és a Egipte i Grècia 
cap al 1800 a.C.. Aleshores hi havia un joc molt 
popular anomenat “Gossos i xacals”, que 
consistia en un tauler on s’anaven col·locant 
punxons en forma de caps de gos o de xacal, 
segons els resultats al tirar l’astràgal. 
 
L’astràgal consta de 4 cares, totes desiguals. Per 
tant, les seves cares no tenen la mateixa 
probabilitat de sortir al tirar-lo. A més, cada 
astràgal té unes característiques pròpies, cosa 
que fa que sigui impossible fer cap estudi 
relacionat amb la probabilitat a partir d’ell. 
 
En algunes ocasions, els jocs d’atzar eren usats 
per distraure la ment durant una època difícil. Per 
exemple, Heròdot escriu al 500 a.C. que a l’antiga Líbia, en una època de gana, es distreien 
jugant tot el dia per no pensar en la sensació de gana que tenien. Un altre exemple és durant la 
guerra de Troia, on es van inventar diferents jocs per distraure els soldats de les preocupacions 
del conflicte. 
 
El primer dau cúbic que s’ha trobat data del 3000 a.C.. És de ceràmica i es va trobar a Irak. Les 
ordenacions de les cares dels daus varien segons la zona i les èpoques a les que corresponen. 
L’ús del dau no era exclusiu dels jocs d’atzar, en moltes ocasions, aquests eren usats en ritus 
d’endevinació.  
 
Amb l’arribada del Cristianisme, l’ús dels daus va ser prohibit públicament, tot i que les 
pràctiques endevinatòries privades i els jocs van continuar. De fet, la prohibició no anava contra 
els jocs d’atzar en sí, sinó contra tot el vici i les calamitats que  els acompanyaven.  
 
 
Els orígens de la teoria de la probabilitat 
 
Durant aquestes etapes que hem comentat i fins molts anys després, cap de les civilitzacions, o 
almenys en cap no hi ha constància escrita, ni es preocupa pel problema de la equiprobabilitat 
del dau. Tampoc trobem cap obra on es calculi aquesta probabilitat. 
 
No és fins a l’obra de Girolamo Cardano (1501-1576) (Fig. 2), Liber de ludo aleae, escrita al 
1563 però publicada molt més tard, al 1663, que comencen a aparèixer càlculs de probabilitats 
principalment relacionats amb jocs de llençar daus. Posteriorment, altres autors com Niccolo 
Fontana Tartaglia (1500-1557) (Fig. 3) o Galileu Galilei (1564-1642) (Fig. 4) també escriuen 
sobre aquest tema. L’obra de Galileu, Sopra le scoperte dei dadi, fou escrita a 1612. 
 
Cardano era un jugador habitual. Molt sovint utilitzava les apostes com a principal font 
d’ingressos, tot i haver estudiat la carrera de Medicina. Normalment apostava a jocs de cartes, 
daus i escacs. Els seus coneixements sobre probabilitat li solien donar un avantatge respecte 
als seus rivals a l’hora de realitzar les apostes. No obstant, va arribar un moment que se li va 
anar de les mans i es va convertir en una addicció que li va fer perdre molt temps, diners i 
                                                             
16
 Més informació a De Mora, M.. Los inicios de la teoría de la probabilidad. Siglos XVI y XVII. Servicio 
Editorial Universidad del País Vasco, Biscaia, 1989, p. 11-14.  
i Curs on-line: <http://www.xtec.cat/formaciotic/dvdformacio/materials/tdcdec/index.html> 
Fig. 1: Astràgal 
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reputació. Aquest fet li va portar problemes per ingressar en alguna institució, com per exemple 
el Col·legi de Metges de Milà, que no el va acceptar per la seva fama d’home complicat. 
 
Després de no tenir èxit en el camp de la medicina, va tornar a recaure al joc, aquest cop amb 
menys fortuna. Va arribar a empenyorar les joies de la seva esposa i, fins i tot, alguns mobles. 
Finalment, va tenir la sort que li donessin la plaça de professor de matemàtiques que tenia el 
seu pare a la Fundació Piatti de Milà. Això li va permetre recuperar reputació i diners. 
 
Tot i això, els jocs i les apostes no van desaparèixer de la vida de Cardano, ja que el petit dels 
seus tres fills, Aldo, també va caure en el joc, inclús més que el seu pare. Va arribar a robar 
diners i possessions del seu pare per apostar-les. Cardano, tristament, el va haver de 
denunciar i aquest va ser tancat a la presó.
17
  
 
 
1. Explica la relació de Girolamo Cardano amb els jocs d’atzar al llarg de la seva vida. 
 
Cardano va ser un jugador empedreït. Sovint utilitzava les apostes en jocs d’atzar com la via 
principal d’ingressos. Els seus coneixements sobre probabilitat li solien proporcionar un 
avantatge respecte als seus contrincants. No obstant, i com sol passar en aquests casos, va 
acabar sent una addicció.  
 
Després d’una temporada sense jugar molt, al no tenir èxit com a metge, va tornar a recaure 
a les apostes arribant a apostar les joies de la seva esposa i alguns mobles. Finalment va 
poder obtenir una plaça com a professor de matemàtiques a la Fundació Piatti de Milà, cosa 
que el va poder allunyar del joc.  
 
Però no acabaria aquí la cosa, ja que el seu fill petit, Aldo, també cauria en l’addicció a les 
apostes als jocs d’atzar, i pitjor que el seu pare. Aldo va acabar robant al seu pare diners i 
possessions per apostar-les, i aquest el va haver de denunciar i fou arrestat.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                             
17
 Més informació sobre la vida de Cardano a Astroseti.org: Web de divulagción científica. Disponible a: 
<http://www.astroseti.org/articulo/3706/> 
Fig. 2: Cardano Fig. 3: Tartaglia Fig. 4: Galileu 
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Probabilitat d’un esdeveniment 
 
La probabilitat d’un esdeveniment o succés indica el grau de possibilitat que ocorri aquest 
esdeveniment o succés, i s’expressa amb un nombre entre el 0 i l’1. Si el valor és proper a 0, el 
succés és poc probable, mentre que si el valor és proper a 1, el succés és molt probable. 
 
Quan realitzem un experiment aleatori moltes vegades, la freqüència relativa amb que ocorre 
un succés tendeix a estabilitzar-se en un valor. Aquest nombre cap al que tendeix la freqüència 
relativa és la probabilitat d’aquell succés.  
 
No obstant, Pierre Laplace va definir una fórmula per calcular la probabilitat d’un esdeveniment 
de manera que no calgui mirar la freqüència relativa fent l’experiment molts cops. Al fer un 
experiment, tenim tot un conjunt successos que poden passar. Per exemple, si tenim una 
bossa on hi ha una bola blava, una verda, una vermella i una groga, i traiem una de les boles, 
els successos possibles són aquests quatre: que surti blava, que surti verda, que surti vermella 
o que surti groga. 
 
Aleshores, si volem calcular la probabilitat que surti blava, el succés favorable de tots els 
possibles és, precisament, que surti blava. És un succés dels quatre possibles. Si volem 
calcular la probabilitat que surti verda o groga, doncs els successos favorables són que surti 
verda i que surti groga. Són dos dels quatre successos possibles. 
 
Llavors, la Regla de Laplace diu que la probabilitat d’un esdeveniment o succés és la relació 
entre els successos favorables a aquest succés i els successos possibles de l’experiment: 
 
     
                    
                   
 
 
 
 
Anem a calcular algunes probabilitats de les que va calcular Cardano a la seva obra Liber de 
ludo aleae sobre tirades de daus.  
 
 
 
2. Completa les taules seguint els exemples inicials: 
 
 
 
1 dau 
Succés Successos favorables Probabilitat 
Treure 3 3 
 
 
 
Treure 6 6 
 
 
 
Treure parell 2, 4, 6 
 
 
 
 
 
 
Treure senar 1, 3, 5 
 
 
 
 
 
 
Treure 1, 2, 3 o 4 1, 2, 3, 4 
 
 
 
 
 
 
Treure 5 o 6 5, 6 
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2 daus (l’ordre dels daus importa, (2,3) no és el mateix que (3,2)) 
Succés Successos favorables Probabilitat 
Treure un 3 i un 4 (3,4) (4,3) 
 
  
 
Treure parella de nombres 
iguals 
(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6) 
 
  
 
 
 
 
Treure almenys un 1 
(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), 
(3,1), (4,1), (5,1), (6,1) 
  
  
 
Treure 5 al primer dau (5,1, (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6) 
 
  
 
 
 
 
Treure senar al segon dau 
(1,1), (1,3), (1,5), (2,1), (2,3), (2,5), (3,1), 
(3,3), (3,5), (4,1), (4,3), (4,5), (5,1), (5,3), 
(5,5), (6,1), (6,3), (6,5) 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
En el cas de tres daus, Galileu també fa un petit estudi. Diu això: 
 
“El fet que en el joc de daus alguns punts siguin més avantatjosos que altres, té una raó 
clarament manifesta, la qual és que uns surten més fàcilment i amb més freqüència que 
altres, el qual depèn que es puguin formar amb més nombres diferents. Així, el 3 i el 18, 
són punts que només es poden formar amb tres nombres, el 6, 6, 6 i l’1, 1, 1, i no de cap 
altra manera, pel qual són més difícils d’obtenir que, per exemple, el 6 o el 7, que es 
poden formar de més maneres; el 6 amb 1, 2, 3 i amb 2, 2, 2 i amb 1, 1, 4, i el 7 amb 1, 
1, 5; 1, 2, 4; 1, 3, 3; 2, 2, 3. 
No obstant, tot i que el 9 i el 12 es poden compondre de tantes maneres com el 10 i l’11, 
pel que haurien de ser considerats de la mateixa utilitat, no evita que la llarga observació 
hagi fet que els jugadors estimin més avantatjosos el 10 i l’11 que el 9 i el 12.” 
18
 
 
 
3. Completa les taules següents seguint els exemples donats: 
 
11 punts 10 Punts 9 Punts 
trios 
favorables 
casos trios favorables casos 
trios 
favorables 
casos 
6,3,2 6 6,3,1 6 6,2,1 6 
6,4,1 6 6,2,2 3 5,3,1 6 
5,5,1 3 5,4,1 6 5,2,2 3 
5,4,2 6 5,3,2 6 4,4,1 3 
5,3,3 3 4,4,2 3 4,3,2 6 
4,4,3 3 4,3,3 3 3,3,3 1 
Total casos: 27 Total casos: 27 Total casos: 25 
 
 
 
                                                             
18
 Extret de De Mora, M.. Los inicios de la teoría de la probabilidad. Siglos XVI y XVII. Servicio Editorial 
Universidad del País Vasco, Biscaia, 1989. ISBN: 84-7585-216-5. 
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8 punts 7 Punts 6 Punts 
trios 
favorables 
casos trios favorables casos 
trios 
favorables 
casos 
6,1,1 3 5,1,1 3 4,1,1 3 
5,2,1 6 4,2,1 6 3,2,1 6 
4,3,1 6 3,3,1 3 2,2,2 1 
4,2,2 3 3,2,2 3   
3,3,2 3     
      
Total casos: 21 Total casos: 15 Total casos: 10 
 
5 punts 4 Punts 3 Punts 
trios 
favorables 
casos trios favorables casos 
trios 
favorables 
casos 
3,1,1 3 2,1,1 3 1,1,1 1 
2,2,1 3     
      
      
      
      
Total casos: 6 Total casos: 3 Total casos: 1 
 
 
 
 
 
 
4. Justifica, ara, perquè Galileu diu que el 10 i l’11 són més avantatjosos que el 9. 
 
Tant per obtenir l’11, com el 10, com el 9 hi ha 6 combinacions diferents de nombres. No 
obstant, si sumem els casos que ens donen aquestes combinacions, veiem que per al 10 i 
l’11 tenim 27 combinacions favorables per a cadascú, mentre que per al 9 tenim 25 
combinacions. Per tant, hi ha més combinacions favorables per al 10 o per a l’11 que per al 
9. 
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Propietats de la probabilitat 
 
       (la probabilitat d’un esdeveniment sempre està entre 0 i 1). 
 
        (la probabilitat del succés buit o impossible, és a dir, que no passi cap dels 
esdeveniments possibles, és 0) 
Això és pot veure amb la Regla de Laplace: 
 
     
                    
                   
 
 
                   
   
 
Exemple: En tirar un dau, calculem la probabilitat de treure un 7: 
 
               
                    
                   
 
 
 
   
 
        (la probabilitat del succés segur, és a dir, que passi qualsevol dels successos 
possibles, és 1) 
Amb la Regla de Laplace: 
 
     
                    
                   
 
                   
                   
   
 
Exemple: En tirar un dau, calculem la probabilitat de treure un 1, 2, 3, 4, 5 o 6: 
 
                           
                    
                   
 
 
 
   
 
 La probabilitat de dos successos incompatibles, és a dir, que no puguin produir-se 
simultàniament, és la suma de les probabilitats de cada un dels successos. 
Exemple: La probabilitat de treure un 3 o un 5: 
 
                                                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La probabilitat del succés contrari (  ) a un succés determinat ( ) és 1 menys la 
probabilitat d’aquest últim succés:              
 
Exemple 1: La probabilitat de no treure 4: 
 
                               
 
 
 
 
 
 
 
 
Exemple 2: La probabilitat de treure 1, 2, 3, 4 o 5: 
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Experiments compostos 
 
Els experiments compostos són aquells que consisteixen en repetir un mateix experiment més 
simple diverses vegades de forma consecutiva. Per exemple, un experiment compost seria tirar 
el dau 3 vegades. Cada tirada serien els experiments simples, i el conjunt de les 3 tirades seria 
l’experiment compost. 
 
Aleshores, la probabilitat d’un succés en un experiment compost, és el producte de les 
probabilitats dels successos simples que el componen. 
 
Exemple: 
 
Anem a estudiar les probabilitats de treure parell o senar al tirar un dau. Suposem que fem 
dues tirades i volem obtenir almenys un parell. Aleshores, Cardano diu això: 
 
“Així, en dues tirades successives, multiplicarem dos per sí mateix, el que serà 4, 
restarem 1, la resta és 3; per tant, un jugador apostarà correctament 3 contra 1.” 
 
Anem a fer un diagrama en forma d’arbre per veure això: 
 
 
 
 
 
Al fer dues tirades, tenim 4 successos possibles (PP, PS, SP i SS). D’aquests 4 successos, n’hi 
ha 3 que ens serveixen per obtenir almenys un parell (PP, PS i SP). És per aquest motiu que 
diu Cardano que «un jugador apostarà correctament 3 contra 1». 
 
Els 4 successos tenen la mateixa probabilitat: 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
I si agafem els successos que ens interessen (obtenir almenys un parell), tenim una 
probabilitat, 
 
                     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Per tant, la probabilitat de no treure parell és: 
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5. Fes el diagrama d’arbre corresponent a fer tres tirades. 
 
 
 
 
 
 
 
 Calcula les següents probabilitats: 
 
a) Treure almenys un parell 
 
                                                       
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
b) Treure almenys 2 senars 
 
                             
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
c) Treure exactament 2 parells 
 
                                 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
d) Treure 3 senars 
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Tornem a experimentar amb un dau, però ara el que volem és obtenir 6.  
 
6. Fes el diagrama d’arbre corresponent a dues tirades, on el resultat que volem obtenir és un 
6. 
 
 
 
 Calcula la probabilitat que tenim de guanyar, és a dir, d’obtenir almenys un 6 en alguna 
de les dues tirades. 
 
               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
  
  
 
 
 Quina probabilitat tenim de perdre? 
 
                   
 
 
 
 
 
 
  
  
   
  
  
 
 
 
Per saber-ne més 
 
7. En una petita màquina expenedora de xiclets hi ha 12 xiclets de menta, 10 de maduixa i 8 
de llimona. Si traiem dos xiclets, calcula la probabilitat de:  
a. Treure’n un de menta i un de maduixa. 
b. Treure’n dos del mateix gust. 
c. Treure’n almenys un de llimona. 
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a.  
                                      
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
 
   
   
       
 
b.  
                               
  
  
 
  
  
 
  
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
   
   
       
 
c.  
                                  
  
  
 
 
  
 
  
  
 
 
  
 
 
  
 
   
   
       
 
 
 
8. En una bossa hi ha 5 boles blanques, 3 boles vermelles, 7 boles blaves. Si en traiem tres: 
a. Quina probabilitat hi ha de treure totes les boles blaves? 
b. Quina probabilitat hi ha de treure almenys dues boles blanques? 
c. Si jugues a un joc on guanyes si aconsegueixes treure 3 boles de diferent color traient 
només 3 boles, quina probabilitat tens de guanyar? 
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a.  
                
 
  
 
 
  
 
 
  
 
   
    
        
 
b.  
                        
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
  
 
 
   
    
       
 
c.  
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El problema del repartiment d’apostes 
 
Durant aquesta època, hi havia un tipus de problema que era molt freqüent. Els preocupava 
molt com repartir les apostes fetes si un joc, programat a diverses partides, s’havia 
d’interrompre abans d’acabar. Un exemple d’això ja el trobem a l’obra de Luca Pacioli (1447-
1517), Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni & Proportionalità (1494). El problema és 
el següent: 
 
Dos equips juguen a pilota de manera que es necessita un total de 6 punts per a guanyar 
al joc. L’aposta és de 22 ducats. Per algun incident no poden acabar el joc i un equip 
queda amb 5 punts i l’altre amb 3. Es vol saber quina part dels diners del premi li 
correspon a cada equip. 
19
 
 
Solució
20
: 
Anomenarem a l’equip que guanya l’equip A, i a l’altre l’equip B. I considerarem que en 
una partida, és igual de probable que guanyi A que que guanyi B, per tant, tenen 
 
 
 de 
probabilitat de guanyar cada partida cada equip. 
Aleshores, a partir de la partida en que s’ha interromput el joc, mirarem tots els casos 
possibles que s’haguessin pogut donar, i veure quina probabilitat té cadascun. 
Comencem amb la situació de l’equip A amb 5 punts i l’equip B amb 3 punts. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si seguim els camins que ens 
porten a que guanyi l’equip A, 
aquest ho pot fer a la propera 
partida, a la següent, o a 
l’altra, i tenim la probabilitat 
 
 
 
 
 
 
            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
I si mirem que guanyi B, aquest només ho pot fer si guanya les tres partides seguides: 
 
           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Per tant, el repartiment hauria de ser 
 
 
 del premi per a l’equip A i 
 
 
 del premi per a 
l’equip B. 
 
                                                             
19
 Extret de García Cruz, J.A.. “Historia de un problema: el reparto de la apuesta”. Suma, 2000, vol. 33, p. 
26. 
 
20
 Extret del curs on-line: <http://www.xtec.cat/formaciotic/dvdformacio/materials/tdcdec/index.html> 
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Un altre problema que proposa Pacioli és el següent: 
Tres arquers competeixen per un premi de 6 ducats. Llencen fletxes fins que un d’ells 
aconsegueix 6 dianes, sent interromputs quan el primer porta 4 dianes, el segon 3 i el 
tercer 2. Com s’han de repartir el premi entre ells? 
21 
 
9. Resol aquest problema que planteja Pacioli, considerant que cada arquer té la mateixa 
probabilitat de fer diana i que només calen 5 dianes per guanyar el joc, ja que sinó la 
resolució és molt llarga. 
 
  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
                                                             
21
 Extret de Boletín de Matemáticas del IES Matarrraña, febrer 2011, vol. 26, p. 4. 
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Calculem les probabilitats que té cada arquer de guanyar:  
 
            
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
  
  
 
 
           
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
  
  
 
 
            
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
Veient les probabilitats, a l’arquer A li toquen 
  
  
 parts del premi, a l’arquer B li corresponen 
  
  
 parts del premi i l’arquer C ha de rebre 
 
  
 parts del premi. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Per saber-ne més 
 
 
10. Tres amics jugaven a un joc amb una baralla espanyola (40 cartes). Havien barrejat les 
cartes i les havien posat apilades cara cap avall, i anaven traient sempre la que hi havia a 
sobre. El primer jugador guanyava un punt si la carta era una figura (sota, cavall o rei). El 
segon guanyava un punt si la carta era un as, un dos o u tres. I l’últim s’anotava un punt si 
sortia quatre, cinc, sis o set. 
La partida estava amb 6 punts per al primer jugador, 7 punts per al segon i 5 per al tercer, i 
llavors han hagut de parar de jugar per causes alienes al joc. Si la partida la guanyava qui 
primer arribava a 8 punts, com s’han de repartir el total de les apostes que havien fet? 
 
 
Anomenem A al primer jugador, B al segon i C al tercer. Aleshores, construïm el diagrama 
d’arbre per veure amb quines probabilitats es produirien els diferents desenvolupaments 
possibles. 
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Calculem les probabilitats que guanyi cadascun dels jugadors: 
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La formalització de la teoria de la probabilitat 
 
No obstant, la formalització matemàtica de totes aquestes idees de les que hem parlat no arriba 
fins Blaise Pascal (1623-1662) (Fig. 5) i Pierre de Fermat (1601-1665) (Fig. 6). Existeixen un 
conjunt de cartes entre Fermat i Pascal on resolen diferents problemes sobre jocs d’atzar, i 
resolent aquests problemes posen els fonaments de la teoria de la probabilitat moderna.
22
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En una d’aquestes cartes, concretament la del dimecres 29 de juliol del 1654, Pascal li comenta 
a Fermat un problema que li ha proposat Antoine Gombauld (1607-1684). Aquest era també 
conegut com el cavaller de Meré. Era jugador i matemàtic aficionat, i de tant en tant li 
preguntava a Pascal sobre els jocs d’atzar i la probabilitat relacionada amb aquests. 
 
En aquesta carta, Pascal explica a Fermat que Meré no tenia clar quantes tirades de dos daus 
eren necessàries per a que la probabilitat de treure dos sisos fos més gran que la de no 
treure’ls. Meré deia que eren 24, però en canvi, són necessàries 25 tirades. Pascal li escriu 
això a Fermat: 
 
“No tinc temps d’enviar-li la demostració d’una dificultat que sorprèn molt al Senyor (de 
Meré), doncs ell té molt bona intel·ligència, però no és geòmetra
23
 (això és, com vostè 
sap, un gran defecte) i no comprèn que una línia matemàtica sigui infinitament divisible i 
creu comprendre molt bé que està composada d’un nombre infinit de punts, i mai he 
pogut treure’l d’aquí. Si vostè pogués fer-ho, es tornaria perfecte. 
Així doncs, em deia que havia trobat falsedat als nombres, per la raó següent: 
Si s’intenta fer un sis amb un dau, hi ha un avantatge en intentar-ho en quatre (tirades) 
com de 671 a 625. 
Si s’intenta fer dobles amb dos daus, hi ha un desavantatge en intentar-ho en 24. 
I, en canvi, 24 és a 36 com 4 és a 6. 
Això provoca el seu gran escàndol, que li feia dir a tothom que les proposicions no eren 
constants i que l’Aritmètica es desmentia: però vostè veurà la raó amb molta facilitat pels 
principis mateixos que coneix. 
Posaré en ordre tot el que he fet sobre això quan acabi els tractats geomètrics en els que 
estic treballant fa un temps.” 
 
 
                                                             
22
 Veure Fermat, P.; Pascal, B. Pascal and Fermat on probability. Correspondència entre 1654 i 1660. 
23
 no és geòmetra vol dir que no és matemàtic 
Fig. 5: Fermat 
Fig. 6: Pascal 
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11. Fes l’exercici que Meré li va proposar a Pascal, justificant que han de ser 25 i no 24 el 
nombre mínim de tirades de dos daus per a que la probabilitat de treure dos sisos algun 
cop sigui més gran que la probabilitat de no treure’ls mai. 
  
En cada tirada, la probabilitat de treure dos sisos és 
 
  
, per tant, la de no treure’ls és 
  
  
. 
Aleshores, considerem el següent: 
                                               
  
  
 
 
Aleshores, la probabilitat de no treure dos sisos en 24 tirades és  
  
  
 
  
, per tant, la 
probabilitat de treure almenys dos sisos en 24 tirades de dos daus és 
 
                                             
  
  
 
  
        
 
Si fem el mateix càlcul per a 25 tirades obtenim  
 
                                             
  
  
 
  
        
 
Com veiem, si fem 25 tirades, ja tenim més probabilitat de treure’ls que de no treure’ls, 
perquè la de treure’ls és major que 
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Tot i els resultats als que arriben Fermat i Pascal durant la seva correspondència, cap d’ells 
escriu cap obra dedicada a aquest tema. Tot i això, el físic-matemàtic Christian Huygens (1629-
1695), que entra en contacte amb el cercle social de Pascal i Fermat, publica De Ratiocinnis in 
Ludo Aleae (1657). En aquesta obra recull les idees que havien intercanviat Fermat i Pascal en 
la seva correspondència, a més d’estendre alguns d’aquests resultats i aclarir alguns dels 
problemes que discutien. 
 
Un dels conceptes més importants que defineix Huygens a la seva obra és el d’esperança 
matemàtica. L’esperança matemàtica representa la quantitat mitjana que un “espera” com a 
resultat d’un experiment aleatori quan la probabilitat de cada succés es manté constant i 
l’experiment es realitza un nombre molt elevat de vegades. No obstant, Huygens dóna una 
aplicació d’aquesta definició per als jocs d’atzar amb apostes. Calcula les esperances de guany 
en jocs on es realitzen apostes.  
 
Posteriorment Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) escriu Dissertatio de Arte 
Combinatoria (1666), on introdueix el concepte de combinació. I uns anys més tard, al 1713, es 
publica l’obra Ars Conjectandi de Jakob Bernoulli (1654-1705), després de la mort de l’autor. 
Bernoulli el va escriure durant l’última dècada del segle XVII. En aquesta obra trobem el 
principal desenvolupament d’aquesta època en relació a la teoria de la probabilitat. 
 
El salt teòric que s’observa a l’Ars Conjectandi és força important i s’inaugura una nova etapa 
de la teoria de la probabilitat. Aquesta fou seguida per autors com Abraham De Moivre (1667-
1754), Thomas Bayes (1702-1761), Joseph Louis de Lagrange (1736-1813), Pierre Laplace 
(1749-1827), etc.. 
 
A continuació es mostra la traducció de part d’una de les proposicions de l’obra de Huygens 
sobre l’esperança matemàtica: 
 
PROPOSICIÓ X
24
 
 
Trobar en quantes vegades es pot acceptar treure un sis amb un dau 
 
És evident que el jugador que accepta treure un 6 en una sola tirada té una esperança 
de guanyar l’aposta i cinc de perdre-la. Doncs hi ha 5 tirades contra ell i només una al 
seu favor. Diguem-li a a l’aposta. Hi ha, doncs, una esperança d’obtenir a i cinc 
esperances de no obtenir res, el que, segons la Proposició segona, li val 
 
 
a. Queden 
 
 
a 
per a aquell que el compromet a llençar el dau. Per tant, aquell que juga una partida 
d’una sola tirada no pot apostar més que 1 contra 5. 
 
La part d’aquell que aposta a obtenir un 6 en dos tirades es calcula de la manera 
següent. Si treu un 6 la primera vegada, guanya a. Si falla la seva tirada, encara li queda 
una, el que li val 
 
 
a segons el càlcul anterior. Però no té més que una esperança de 
treure un 6 i cinc de fallar. Per tant, té al començar una esperança d’obtenir a i cinc 
esperances d’obtenir 
 
 
a, el que li val 
  
  
a per la Proposició segona. Queden 
  
  
a per al 
que aposta contra ell. Qui juga a dos tirades pot, per tant, apostar a 11 contra 25.  
 
 
 
 
 
 
                                                             
24 Text extret de De Mora, M.. Los inicios de la teoría de la probabilidad. Siglos XVI y XVII. Servicio 
Editorial Universidad del País Vasco, Biscaia, 1989. ISBN: 84-7585-216-5. 
Traduït per mi al català. 
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Vegem-ho més gràficament: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A sobre les fletxes tenim les probabilitats de cada succés. Llavors, veiem que els “camins” 
que ens porten a guanyar tenen probabilitat 1/6 i  
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
I si sumem aquestes probabilitats, ens surt el que diu Huygens,  
 
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
  
  
 
 
 
Per tant, l’esperança que calcula Huygens la podríem expressar com: 
 
                                               
 
 
Aleshores, per determinar si un joc és just o no, el que es fa és a aquesta esperança, restar-li el 
producte de la probabilitat de perdre i el que has de pagar si perds. Per exemple, si en un joc 
tens una probabilitat de guanyar de 0,4 i, per tant una de perdre de 0,6; i si guanyes obtens un 
benefici de 6 euros i si no guanyes perds 4 euros, llavors fem: 
 
                
 
Com ens ha sortit 0, podem dir que el joc és just. Si surt positiu, hi ha més esperances d’obtenir 
benefici, mentre que si surt un valor negatiu, hi ha més esperances de perdre. 
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12. A la Proposició XI, Huygens fa el mateix càlcul però en el cas de treure dos sisos al tirar 
dos daus. Calcula l’esperança d’obtenir l’aposta a que guanyem si traiem algun cop dos 
sisos en dues tirades de dos daus.  
 
 
 
La probabilitat de treure algun cop dos sisos en dues tirades de dos daus és: 
 
                    
 
  
 
  
  
 
 
  
 
 
  
 
  
    
 
  
    
 
  
    
 
  
    
 
 
 
Per tant, l’esperança d’obtenir a és: 
 
            
  
    
    
 
 
 
Per saber-ne més 
 
13. Un joc consisteix en extreure dues cartes d’una baralla espanyola (40 cartes). Si surt 
almenys una sota o un cavall rebem 6 cèntims. Si surt almenys un as o un rei rebem 8 
cèntims. Si surten qualssevol altres cartes paguem 14 cèntims. 
Calcula el guany esperat (esperança aleatòria).  
 
Primer que res, fem el diagrama per veure les probabilitats de cada una de les cadenes 
d’esdeveniments simples que podem tenir. 
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Aleshores, les probabilitats que hem de calcular són: 
 
                             
 
  
 
 
  
 
 
  
 
  
  
 
 
  
 
   
    
 
 
                         
 
  
 
 
  
 
 
  
 
  
  
 
 
  
 
   
    
 
 
                            
  
  
 
  
  
 
   
    
 
 
 
Per tant, el guany esperat serà: 
 
    
   
    
   
   
    
    
   
    
        
 
 
 És un joc just? 
 
No és un joc just, ja que el guany esperat és positiu. Hi ha més esperances d’obtenir 
benefici que de perdre diners. 
Recursos d’història de les matemàtiques per millorar l’aprenentatge                         61 
 
Avaluació del recurs 
 
Omple el següent qüestionari i retorna-ho a el/la professor/a, no cal que posis el nom. 
 
Valora de 0 a 10 els següents aspectes: 
 
1 Interès del dossier 
 
2 Utilitat del dossier 
 
3 Estructuració dels continguts 
 
4 Claredat de les explicacions 
 
5 Grau de dificultat 
 
 
  
Què és el que més t’ha agradat?  
 
 
 
 
I el que menys t’ha agradat? 
 
 
  
 
Trauries alguna cosa del dossier? 
 
  
 
 
Afegiries alguna cosa? 
 
 
 
  
Altres observacions:  
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ANNEX 7: Proposta d’implementació del recurs Els jocs d’atzar en 
diferents cultures. Els inicis de la teoria de la probabilitat 
 
Proposta d’implementació 
 
Per a la realització d’aquest recurs serien necessàries unes tres hores. Si el/la professor/a 
decideix fer més activitats i/o explicacions complementàries, aleshores aquesta durada pot 
allargar-se. La durada també dependrà de si el/la professor/a decideix fer totes les activitats a 
classe o en deixa algunes com a deures. Si prefereix fer-les totes a l’aula, la durada es pot 
allargar. 
  
Aquest dossier es pot treballar quan es comenci el tema de probabilitat en aquest curs, ja que 
no és necessari introduir coneixements previs a banda dels que ja hagin treballat en cursos 
anteriors. 
 
Seguidament es proposa una partició en classes per treballar-lo amb els/les alumnes: 
 
Classe 1 
 
Aquesta primera sessió seria per submergir-nos en el tema. Es faria la introducció històrica del 
principi del dossier (pàgines 40 i 41, Annex 6), es començaria a treballar el concepte de 
probabilitat d’un esdeveniment, presentant la regla de Laplace, s’estudiarien les propietats 
bàsiques de la probabilitat i es farien les activitats relacionades amb aquests conceptes 
(pàgines 42-45, Annex 6). 
 
D’aquesta manera, en aquesta primera classe s’assenten les bases del que es treballarà 
posteriorment. S’ha d’intentar que l’alumnat segueixi correctament aquesta sessió ja que tot el 
que es treballarà després té com a base els coneixements introduïts en aquesta sessió. 
 
Classe 2 
 
Durant la segona classe, es treballaria tota la part relacionada amb els experiments compostos 
(pàgines 46-50, Annex 6). S’hauria de fer l’explicació del que significa experiment compost i 
com es calculen les probabilitats relacionades amb aquest tipus d’experiments. 
 
En aquest últim aspecte, el càlcul de les probabilitats, és on intervenen totes les propietats i 
conceptes explicats a la classe anterior. És per això que s’ha d’intentar que l’alumnat assoleixi 
majoritàriament els conceptes de la primera sessió. 
 
Classe 3  
 
Per acabar, l’última classe estaria dedicada al problema del repartiment d’apostes i al concepte 
d’esperança matemàtica aplicada als jocs d’atzar (pàgines 51-60, Annex 6). Primerament 
s’explicaria com són aquests problemes de repartiment d’apostes i la seva importància en la 
història dels segles XV i XVI. Després es farien els problemes del dossier relacionats amb 
aquests. 
 
Un cop treballats aquests problemes, es pot introduir el concepte d’esperança matemàtica com 
el va fer Huygens. Per últim, només queda resoldre els problemes que es plategen en aquest 
sentit, també introduint el concepte de joc just. 
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ANNEX 8: Recurs El triangle aritmètic de Blaise Pascal (1623-1662) 
 
El triangle aritmètic de Blaise Pascal (1623-1662) 
 
 
Continguts  
matemàtics  
principals 
- El triangle aritmètic i les seves propietats 
- Procediment de càlcul de les potències d’un binomi 
- Combinatòria bàsica 
Coneixements 
previs 
- Successions 
- Potències d’enters 
- Llenguatge algebraic associat als binomis i les seves potències 
Ubicació en 
el currículum 
- 4t d’ESO 
- Bloc de numeració i càlcul, amb aspectes del bloc de canvi i relacions 
Competències  
implicades 
- Competència matemàtica 
- Competència cultural 
- Competència comunicativa lingüística 
- Competència del tractament de la informació 
- Competència d’aprendre a aprendre 
- Competència d’iniciativa i autonomia personal 
Connexions 
externes 
- Història 
- Ciències socials 
Objectius 
- Conèixer els principals fets històrics clau de la ciència i la societat del 
segle XVII, un segle molt important en la història de la ciència en 
general i en les matemàtiques en particular. 
- Saber quines aportacions va fer Blaise Pascal a les matemàtiques i a 
altres camps científics. 
- Comprendre el procediment de construcció i les propietats del triangle 
aritmètic. 
- Saber aplicar aquestes propietats al desenvolupament d’expressions 
algebraiques de binomis. 
- Entendre els conceptes bàsics de combinatòria necessaris per a la 
construcció i tractament del triangle combinatori. 
- Ser capaç d’utilitzar aquestes propietats per arribar a la fórmula del 
binomi de Newton. 
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Context històric 
 
El segle XVII és un període de transició. Després del Renaixement, època de recuperació dels 
clàssics de l’antiguitat a l’Europa occidental, canvia totalment la visió de la ciència i com 
treballar-la i es produeix una expansió científica a tots els nivells, donant lloc al que avui es 
coneix com la Revolució científica. Podem dividir el segle en dues parts. A la primera meitat es 
comença a gestar aquest moviment que es desenvolupa totalment ja a la segona meitat del 
segle. 
 
Les especulacions que basaven el procés científic des dels orígens fins aleshores deixen pas a 
l’experimentació i al mètode hipotètic-deductiu. Es passa a estudiar la natura i a expressar-la 
amb un llenguatge matemàtic. 
 
Pel que fa a les matemàtiques, hi ha tres trets fonamentals dins la seva expansió. Per una 
banda, la introducció del simbolisme, amb el seu gran valedor François Viète (1540-1603), que 
dóna un impuls enorme a les matemàtiques fetes fins llavors i a la ciència en general. Aquesta 
nova i potent eina permet ampliar els camps coneguts fins al moment i fer-ne sorgir de nous. Es 
comencen a introduir els procediments algebraics a la geometria, cosa que donarà lloc a la 
geometria analítica.  
 
També neix el càlcul infinitesimal, amb figures tant importants com Gottfried Leibniz (1646-
1716) o Isaac Newton (1643-1727), entre d’altres. I el tercer aspecte clau és que, en aquesta 
segona meitat de segle, es comença a deixar de veure l’infinit com una cosa intractable i es 
deixa d’evitar quan apareix, considerant l’infinit com un objecte matemàtic més. 
 
Per un altre costat, hi ha un fet molt important també en relació a la ciència en general, i és que 
s’imposa el model heliocèntric del sistema solar. Les idees de Copèrnic (1473-1543), 
publicades després de la seva mort (1543) a l’obra De revolutionibus orbium coelestium, van 
agafar força i es van prendre com a base per a les futures investigacions celestes. 
 
A França, al 1666, sota el regnat del rei Lluís XIV, conegut com el “Rei Sol”, es fundà 
l’Académie des sciences (Fig. 1). Aquesta va ser un punt de trobada dels científics més 
importants durant els segles XVII i XVIII. Allí es reunien per compartir estudis, experiments i 
coneixements i d’aquesta manera, el treball conjunt podia donar molts més fruits.  
 
 
 
 
 
 
Fig. 1 Académie des sciences, amb el rei Lluís XIV l’any de la inauguració (1666) 
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Història del triangle aritmètic25  
 
A pesar del nom pel qual el coneixem, “Triangle de Pascal” (o de Pascal-Tartaglia), els orígens 
d’aquest el trobem a l’obra De Arithmetica (1225) de Jordanus de Nemorario (Fig. 2). 
Posteriorment, també el trobem a la Xina a l’obra El mirall preciós (Fig. 3) de l’autor xinès Txu 
Xhi-kei (1260-1320) al 1303. 
 
 
 
 
 
A Europa, el triangle aritmètic apareix amb un cert ressò al segle XVI. El trobem, d’una manera 
o una altra, a obres com Rara Arithmetica (1527) de l’alemany Petrus Apianus (1495-1552), 
Arithmetica Integra (1543) de Michael Stifel (1487-1567) o General Trattato de numeri e misure 
(1556) de Niccolò Fontana (1500-1557). Aquest últim és més conegut com Niccolò Tartaglia. 
 
Molts matemàtics que el van tractar parlen de les grans propietats i aplicacions que té el 
triangle aritmètic, però no és fins al 1665 que Pascal va definir-lo per primera vegada com a un 
objecte matemàtic. Ho va fer al seu Traité du triangle arithmétique, i per aquest motiu se li dóna 
el nom de Triangle de Pascal.  
 
 
                                                             
25
 Més informació a Edwards, A.W.F.. Pascal’s Arithmetical Triangle. Johns Hopkins University Press. 
2002. ISBN 0-8018-6946-3, p.50-56. 
Fig. 3: Triangle aritmètic xinès 
Fig. 2: Triangle aritmètic de Jordanus de Nemorario  
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Blaise Pascal (1623-1662)26 
 
La infància de Blaise Pascal (Fig. 4) no va ser del tot 
fàcil. La seva mare va morir quan ell tenia 3 anys, i al 
cap de pocs anys, el seu pare va decidir emportar-se 
els seus tres fills des de Clermont-Ferrand, a les 
muntanyes del massís central francès on vivien, cap 
a París. Pascal tenia dues germanes, una més gran, 
Gilberte, i l’altra menor que ell, Jacqueline. 
 
El pare, Ètienne, era un magistrat conegut, cosa que 
el va permetre entrar en contacte amb les ments 
intel·lectuals de París. Això va ajudar molt a la 
formació del seu fill mitjà, que ja destacava per la 
seva capacitat intel·lectual superior. Als 17 anys, ja 
va escriure el seu primer assaig de geometria, l’Essai 
sur les coniques (1639), on va incloure el que avui 
dia es coneix com el Teorema de l’hexàgon de 
Pascal. 
 
Al 1639, per motius laborals del seu 
pare, van haver de traslladar-se a 
Normandia. Allí creà el que es coneix 
com la Pascalina (Fig. 5), una màquina 
de calcular per al seu pare 
 
Durant els anys posteriors, i fins poc 
després de la mort del seu pare al 
1651, Pascal torna a París i s’interessa 
per la física, i en especial per la 
hidrostàtica. També escriu una obra 
sobre el buit, Expériences nouvelles 
touchant le vide (1647), que el va 
portar a discutir amb altres autors com Descartes, que no creien en l’existència del buit.  
 
Al 1653 tornà a les matemàtiques. Va mantenir correspondències amb autors com Fermat 
sobre teoria de probabilitats. I també va treballar altres temes, un d’ells, el triangle aritmètic, 
amb l’obra titulada Traité du triangle arithmétique avec quelques autres petits traitez sur la 
mesme matiere del 1655. A més, també inventava diferents problemes que feia servir com a 
reptes per altres personatges de l’època. 
 
L’última obra matemàtica que va fer va ser un estudi de la cicloide. Després, va dedicar-se a 
temes més religiosos i filosòfics, fins que el 1662, la malaltia que patia des de feia 3 anys es va 
complicar fins a causar la seva mort l’agost d’aquell mateix any a París. Alguns dels treballs 
realitzats durant aquesta època són: Les Provinciales (1656-1657), un conjunt de cartes en 
defensa d’un amic sobre temes religiosos, o Pensées (1656-1658), un conjunt de pensaments 
personals sobre el sofriment i la fe en Déu.  
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                             
26
 Més informació a http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk./Mathematicians/Pascal.html 
Fig. 4: Retrat de Blaise Pascal 
Fig. 5: Pascalina, exposada al Museu de les Arts i Oficis de 
París 
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1. Explica alguns dels canvis més importants que es van produir en el món de la ciència durant 
el segle XVII. 
 
Durant la segona meitat del segle XVII té lloc el que es coneix com la Revolució científica. 
Es comencen a matematitzar molts fenòmens naturals gràcies a la implantació de l’àlgebra 
simbòlica en tots els camps de la ciència. Es passa de l’especulació al mètode hipotètic-
deductiu a l’hora de treballar científicament. 
 
En matemàtiques, neixen nous camps d’investigació com la geometria analítica o el càlcul 
infinitesimal, amb figures com Newton o Leibniz, i es comença a tractar l’infinit com un 
element matemàtic, i es deixa d’evitar com es feia fins llavors.  
 
Per últim, durant aquest segle s’acaba d’imposar el model heliocèntric promulgat per 
Copèrnic i ja s’agafa aquest com a base per a les posteriors investigacions en el camp de 
l’astronomia. 
 
 
 
2. Explica les principals aportacions de Blaise Pascal al món de les matemàtiques i la ciència 
en general. 
 
La primera obra de Blaise Pascal la va fer amb 17 anys, al 1639. Aquesta es titulava Essai 
sur les coniques, on s’inclou el famós teorema de l’hexàgon de Pascal de geometria 
projectiva. 
 
Durant la seva etapa a Normadia, va inventar la Pascalina, un aparell per a fer càlculs que li 
va fer per al seu pare. 
 
Posteriorment, en la seva època d’interès per la física, va escriure Expériences nouvelles 
touchant le vide (1647), una obra que tractava sobre el buit. Aquesta el va portar a 
discussions amb altres autors de l’època que no creien amb el buit. 
 
Després, a banda d’alguns escrits no lligats a la ciència com Les Provinciales (1656-1657) o 
Pensées (1656-1658), la seva obra principal va ser Traité du triangle arithmétique avec 
quelques autres petits traitez sur la mesme matiere (1655). Aquí fa tot el seu estudi sobre el 
triangle aritmètic. 
 
Per últim, en l’àmbit de les matemàtiques, també va fer un treball sobre la cicloide. 
 
 
 
3. Anomena els diferents autors i les obres on apareix el triangle aritmètic abans de Pascal i 
justifica per què molts historiadors actualment l’anomenen “El triangle de Pascal”. 
 
Jordanus de Nemorario: De Arithmetica (1225 aprox.) 
Txu Xhi-kei (1260-1320): El mirall preciós (1303) 
Petrus Apians (1495-1552): Rara Arithmetica (1527) 
Michael Stifel (1487-1567): Arithmetica Integra (1543) 
Niccolò Fontana, més conegut com Niccolò Tartaglia (1500-1557): General Trattato de 
numeri e misure (1556) 
 
Actualment el coneixem com triangle de Pascal perquè no va ser fins a la seva obra que es 
va començar a tractar el triangle aritmètic com una eina matemàtica i es van estudiar les 
propietats que té. 
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L’obra: Traité du triangle arithmétique avec quelques autres petits traitez 
sur la mesme matiere (1655) 
 
L’obra de Pascal que estem tractant consta de 36 
pàgines, repartides en dues parts. La primera és la 
descripció de la formació del triangle aritmètic i les seves 
propietats. La segona part conté quatre subapartats: 
 
1. Usage du Triangle Arithmétique pour les ordres 
numériques 
2. Usage du Triangle Arithmétique pour les combinaisons 
3. Usage du Triangle Arithmétique pour déterminer les 
partis qu’on doit faire entre deux joueurs qui jouent en 
plusieurs parties 
4. Usage du Triangle Arithmétique pour trouver les 
puissances des binômes et des apotomes 
 
Només mirant els noms d’aquests subapartats ja 
observem com Pascal considerava el triangle aritmètic 
com una eina matemàtica. 
 
Pel que fa a la construcció del triangle aritmètic, cal dir que 
Pascal el construïa una mica diferent de com el treballem 
habitualment i com el representaven alguns dels autors que 
hem comentat. Ell el representava girat 45º en sentit antihorari  respecte les altres 
representacions que tenim. A continuació es mostra el triangle que apareix en l’obra de Pascal 
(Fig. 7) i el que utilitzem avui en dia (Fig. 8) i el que es veu en altres obres antigues alienes a 
Pascal. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pascal anomena cèl·lules a les posicions dels diferents nombres del triangle. També anomena 
files paral·leles a les files de nombres horitzontals, i files perpendiculars a les files verticals. Tot 
això sempre imaginant-nos el triangle en la representació que usa ell en la seva obra. 
 
Seguidament anem a explicar com es construeix el triangle aritmètic. Com veiem, el triangle 
aritmètic és un conjunt de nombres naturals disposats en forma de taula triangular. La regla de 
formació d’aquesta taula és la següent: cada fila comença i acaba amb un 1, i els altres 
nombres s’obtenen sumant els dos nombres més propers de la fila immediata superior. Així, el 
2 de la tercera fila s’obté sumant els dos uns que té a sobre a la segona fila. Els tresos de la 
Fig. 8: Triangle aritmètic tal i com el 
treballem habitualment i en altres obres 
antigues 
Fig. 7: Triangle aritmètic de l'obra de Pascal 
Fig. 6: Portada del tractat de 
Pascal 
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quarta fila s’obtenen sumant l’1 i el 2 que té a sobre en cada cas. D’aquesta manera, per 
exemple, el 20 de la setena fila l’obtenim sumant els dos deus que té a sobre en la sisena fila. 
 
La construcció que fa Pascal és equivalent, simplement sumant, en cada cèl·lula, el nombre 
que té la cèl·lula de dalt i la de l’esquerra. Si ens imaginem el triangle girat 45º en sentit horari, 
veurem l’equivalència amb l’altre triangle que hem explicat. 
 
 
 
4. Anem a construir una successió, utilitzant el triangle amb la forma habitual:  
 
o El primer valor serà un 1 (a1=1). 
o El segon valor (a2) serà el del vèrtex superior del triangle. 
o Els dos següents (a3 i a4) seran la suma dels 2 primers valors de cada fila 
prenent les dues files inferiors.  
 
 
o Els dos següents (a5 i a6) seran la suma dels 3 primers valors de cada fila 
prenent les dues files següents. 
 
 
o Segueix aquest procediment, cada dues files sumant un valor més que a les 
dues anteriors, fins a obtenir 8 valors de la successió. 
 
a) Escriu la successió que has trobat. 
 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... 
 
b) Coneixes el nom d’aquesta successió? Si és que sí, digues quina és. Si no, investiga de 
quina successió es tracta i anota-ho. 
 
Successió de Fibonacci 
 
c) Explica breument la vida i els treballs de l’autor d’aquesta successió. 
 
El nom original de Fibonacci era Leonardo Pisano (1170-1250). Va néixer a Itàlia però 
fou educat al nord d’Àfrica, on el seu pare ocupava un càrrec polític. Va ser professor de 
matemàtiques allí, i va viatjar molt amb el seu pare. 
Algunes de les seves obres són: Practica Geometriae (1220), Flos (1225), Liber 
quadratorum (1225) o De minor guisa. D’aquest últim no en coneixem l’any perquè és 
un dels treballs perduts de Fibonacci, ja que en aquella època encara no hi havia 
impremta per fer còpies dels llibres. El primer d’aquests llibres conté diferents problemes 
de geometria amb teoremes basats en els Elements d’Euclides. 
Però l’obra més coneguda i important de Leonardo Pisano és el Liber abacci (1202). 
Tracta sobre aritmètica i regles algebraiques com les dels àrabs que va aprendre durant 
els seus viatges. En aquest escrit és on trobem la successió de Fibonacci, a més de 
moltes altres coses, ja que la seva traducció anglesa compta amb 672 pàgines. 
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Nombres poligonals 
 
 Els nombres triangulars són: 1, 3, 6, 10, ... enters que es formen sumant la successió de 
nombres naturals N=1+2+3+...+n.  
  
1=1; 3=1+2; 6=1+2+3; 10=1+2+3+4; 
 
 Els nombres tetraèdrics són: 1, 4, 10, 20,... enters que es formen sumant els nombres 
triangulars N=1+3+6+10+... 
 
1=1; 4=1+3; 10=1+3+6; 20=1+3+6+10; 
 
 Els nombres pentagonals són: 1, 5, 15, 35,... enters que es formen sumant els nombres 
tetraèdrics N=1+4+10+20+... 
 
1=1; 5=1+4; 15=1+4+10; 35=1+4+10+20; 
 
I així successivament obtenim els nombres hexagonals, heptagonals, etc. 
 
5. Localitza al triangle aritmètic “actual” els nombres triangulars i explica com s’obtenen a partir 
de nombres del triangle aritmètic. 
 
S’obtenen sumant els nombres de la diagonal 
superior, la segona, fins a la fila anterior del nombre 
triangular corresponent. 
Exemple:  10=1+2+3+4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. Dedueix com es poden obtenir els nombres tetraèdrics a partir de nombres del triangle 
aritmètic.  
Indicació: Usa els nombres de la segona diagonal. 
 
Hem de prendre tres nombres consecutius de la segona diagonal, multiplicar-los i dividir el 
resultat per 6. Per trobar el primer, l’1, hem de multiplicar els tres primers nombres de la 
segona diagonal. 
  
 
 
      
 
Per trobar el segon, el 4, hem d’agafar el segon, el tercer i el quart nombre de la segona 
diagonal: 
  
 
 
      
 
I així successivament, agafant en cada pas un nombre més de la segona diagonal i 
substituint-lo pel primer de l’anterior. 
 
 
Recursos d’història de les matemàtiques per millorar l’aprenentatge                         72 
 
Per fer les activitats que venen ara, es més còmode situar-te el triangle de la forma que el 
representava Pascal. 
 
7. Representa 5 files del triangle que mostra Pascal a la seva obra. 
 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 3 6 10 15 21 28 36 
1 4 10 20 35 56 84 
1 5 15 35 70 126 
 
 
8. Dues de les propietats del triangle que explica Pascal són: 
 
a) “En tot triangle aritmètic cada cèl·lula és igual a la suma de totes les cèl·lules de la 
fila paral·lela precedent, compreses des de la seva fila perpendicular fins a la 
primera inclosa” 
 
b) “En tot triangle aritmètic cada cèl·lula és igual a la suma de totes les cèl·lules de la 
fila perpendicular precedent, compreses des de la seva fila paral·lela fins a la 
primera inclosa” 
 
Demostra que volen dir aquestes dues afirmacions amb un exemple que extreguis del 
triangle, indicant en aquest els nombres que utilitzis. 
 
a)  
 
 
 
 
 
 
 1+3+6+10=20 
 
b)  
 
 
 
 
 
 
 1+4+10+20+35=70 
 
 
 
9. Quina relació hi ha entre els nombres d’una fila paral·lela i els de la fila perpendicular 
equivalent? Dóna un exemple. 
 
 
 
 
 
En files paral·leles i 
perpendiculars 
equivalents ens surten 
els mateixos nombres.  
 
 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 3 6 10 15 21 28 36 
1 4 10 20 35 56 84 
1 5 15 35 70 126 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 3 6 10 15 21 28 36 
1 4 10 20 35 56 84 
1 5 15 35 70 126 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 3 6 10 15 21 28 36 
1 4 10 20 35 56 84 
1 5 15 35 70 126 
1 6 21 56 126 
1 7 28 84 
1 8 34 
1 9 
1 
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Tornem ara al triangle habitual.  
 
10. Representa 5 files del triangle tal i com el representem avui en dia. 
 
    1     
   1  1    
  1  2  1   
 1  3  3  1  
1  4  6  4  1 
 
 
11. Quina relació hi ha entre la suma dels valors d’una fila del triangle habitual i la suma dels 
valors de la fila anterior? 
 
La suma dels valors d’una fila és el doble de la suma dels valors de la fila anterior. Per 
exemple: 
 
1+3+3+1=8 
1+4+6+4+1=16 
 
 
 
12. Els valors que obtenim si sumem cadascuna de les files tenen alguna cosa en comú? 
Quina? Dóna uns quants d’aquests valors que il·lustrin la teva resposta. 
 
Els valors obtinguts si sumem cadascuna de les files del triangle aritmètic són les diferents 
potències de 2. 
 
 
     
         
           
             
                
                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Recursos d’història de les matemàtiques per millorar l’aprenentatge                         74 
 
13. Desenvolupa les següents expressions algebraiques: 
 
a)                   
 
 
b)                         
 
 
c)                               
 
 
Observes alguna relació amb el triangle aritmètic de Pascal? Quina? 
 
Els coeficients que obtenim en les expressions desenvolupades són els valors de cada fila 
dels triangles aritmètics. Els coeficients de        són els nombres de la tercera fila del 
triangle aritmètic; els de        són els de la quarta fila; els de       , els de la 
cinquena, i així successivament. 
 
 
14. Escriu el desenvolupament de les expressions        i       . 
 
                                      
 
                                             
 
 
15. Desenvolupa les següents expressions:  
 
                
 
                    
 
                        
 
                              
 
  
Quins coeficients has obtingut a les expressions de dalt? 
 
Els coeficients obtinguts són, també, els nombres de les files del triangle aritmètic.  
 
Això és degut a que les potències d’1 són totes 1, i com tant el primer nombre com el 
coeficient de la x són 1, llavors els nombres del triangle no queden multiplicats per cap 
valor que els faci variar. 
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Per saber-ne més 
 
Algunes nocions bàsiques de combinatòria 
 
Variacions 
Anomenarem variacions d’un conjunt d’”m” elements al nombre de subconjunt d’”n” elements 
que es poden formar on si variem l’ordre d’aquests “n” elements, tenim un subconjunt diferent. 
La fórmula per calcular quants d’aquest subconjunts podem obtenir és la següent: 
 
                             , o el que és el mateix 
 
                              
 
Permutacions 
Definirem les permutacions sense repetició com variacions on n=m, és a dir, el nombre 
d’elements del subconjunt coincideix amb el nombre d’elements del conjunt inicial. 
Si tenim un conjunt d’”m” elements, el càlcul és similar al de les variacions: 
 
                       
 
Però com ara prenem tants elements com els que hi ha al conjunt inicial, aquest producte arriba 
fins a 1. Aquests tipus de productes s’expressen amb el signe factorial, que és com el signe 
d’admiració: 
 
                      ;      per tant, 
 
        
 
Combinacions 
És similar a les variacions, però amb una diferència: en un mateix subconjunt, si variem l’ordre 
dels elements, no el considerem com un subconjunt diferent. O sigui, les combinacions d’un 
conjunt d’”m” elements són els subconjunt d’”n” elements que podem formar sense tenir en 
compte l’ordre dels elements d’aquests subconjunts. 
Per calcular aquest valor es fa de la següent manera: 
 
    
  
        
 
 
Aquest nombre se’l coneix com nombre combinatori, i s’expressa així: 
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1. Troba l’expressió que relaciona les combinacions amb les variacions i les permutacions. 
 
Observem que                               
  
      
 
I        
 
Aleshores,  
  
 
 
      
  
        
 
   
  
 
 
     
   
  
  
 
 
2. Construeix les 6 primeres files del triangle combinatori, que és el mateix que el triangle 
aritmètic però expressant els nombres d’aquest en forma de nombre combinatori. 
Indicació:    
 
 
  
 
      
 
 
       
     
 
 
    
 
 
      
    
 
 
    
 
 
    
 
 
     
   
 
 
    
 
 
    
 
 
    
 
 
    
  
 
 
    
 
 
    
 
 
    
 
 
    
 
 
   
 
 
 
    
 
 
    
 
 
    
 
 
    
 
 
    
 
 
  
 
 
3. Escriu la fórmula general de la norma bàsica de construcció del triangle aritmètic (cada 
nombre és la suma dels dos que té més propers a la fila superior) però en el cas del triangle 
combinatori. 
 
Si prenem per exemple el valor  
 
 
  de la cinquena fila, ens fixem amb els dos que té més 
propers de la fila anterior, la quarta, i apliquem la regla del triangle aritmètic habitual s’hauria 
de complir que: 
 
 
 
 
   
 
 
   
 
 
  
 
Llavors, la fórmula general per a tots els nombres combinatoris seria 
 
 
 
 
   
   
   
   
   
 
  
 
Podem observar que es compleix per a tots els valors del triangle combinatori. 
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4. Reescriu les expressions de       ,       ,        i       , però ara expressant els 
coeficient en forma de nombres combinatoris. 
 
                  
 
 
   
 
 
    
 
 
    
 
                      
 
 
   
 
 
    
 
 
     
 
 
    
 
                          
 
 
   
 
 
    
 
 
     
 
 
     
 
 
    
 
                               
 
                
 
 
   
 
 
    
 
 
     
 
 
     
 
 
     
 
 
    
 
 
5. Sabries escriure la fórmula general per a l’expressió        amb nombres combinatoris? 
 
         
 
 
   
 
 
    
 
 
     
 
 
       
 
   
       
 
 
    
 
I si ho escrivim més compacte seria,           
 
 
        
 
 
6. Desenvolupa les expressions        i        . 
 
                              
 
  
 
 
        
 
 
       
 
 
        
 
 
       
 
 
       
 
                                                
 
  
 
 
        
 
 
          
 
 
           
 
 
           
 
 
        
  
 
 
          
 
 
7. Sabries deduir ara la fórmula general per a l’expressió        mitjançant nombres 
combinatoris?  
(Aquesta expressió es coneix com el Binomi de Newton) 
 
        
 
 
     
 
 
         
 
 
            
 
   
         
 
 
   
 
O més compacte, 
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Avaluació del recurs 
 
Omple el següent qüestionari i retorna-ho a el/la professor/a, no cal que posis el nom. 
 
Valora de 0 a 10 els següents aspectes: 
 
1 Interès del dossier 
 
2 Utilitat del dossier 
 
3 Estructuració dels continguts 
 
4 Claredat de les explicacions 
 
5 Grau de dificultat 
 
 
  
Què és el que més t’ha agradat?  
 
 
 
 
I el que menys t’ha agradat? 
 
 
 
  
Trauries alguna cosa del dossier? 
 
 
  
 
Afegiries alguna cosa? 
 
 
 
  
Altres observacions:  
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ANNEX 9: Proposta d’implementació del recurs El triangle aritmètic de 
Blaise Pascal (1623-1662) 
 
Proposta d’implementació 
 
A continuació presentarem una proposta d’implementació del recurs El triangle aritmètic de 
Blaise Pascal (1623-1662). La durada indicativa de les activitats seria d’unes cinc hores.  
 
L’objectiu més important, des d’un punt de vista matemàtic, de la implementació d’aquest 
dossier és que l’alumnat sigui capaç d’usar el triangle aritmètic per desenvolupar les diferents 
potències de binomis. Per tant, aquest seria un aspecte amb el qual podríem introduir-nos en 
l’activitat. 
 
Classe 1 
 
Es poden plantejar diferents potències de binomis a desenvolupar a la pissarra. Llavors, es 
poden utilitzar diferents mètodes per trobar les expressions corresponents. Una opció és fer-ho 
analíticament fent el producte directament, per exemple: 
 
                                         
 
                                      
                                         
 
Una altra opció és veure el de grau dos geomètricament. Aquesta demostració es troba a l’obra 
mestra d’Euclides (325 aC - 265 aC), els Éléments, escrita al voltant de l’any 300 a. C..
27
 
 
Mentre desenvolupem alguns d’aquests binomis, es pot preguntar als alumnes quants termes 
creuen que tindrà cadascun o si hi ha alguna relació entre els termes i la potència. Després, un 
cop en tinguem alguns desenvolupats, es pot passar ja a investigar sobre els coeficients.  
 
Una vegada s’hagin fet algunes conjectures sobre els coeficients, es mostraria el triangle 
aritmètic per veure que els coeficients surten d’aquest.  
 
Un cop ja presentat el triangle i la seva relació amb les potències de binomis, passaríem a 
estudiar la part més històrica. Es parlaria de l’origen del triangle aritmètic i del personatge més 
important en la història d’aquest, Blaise Pascal. S’hauria de fer una contextualització a l’època, 
el segle XVII, i parlar de tot el que va rodejar a aquesta figura. Això correspondria a la primera 
part del dossier, que és la que es treballaria en aquesta classe (pàgines 65-68, Annex 8). 
 
 
 
Classe 2 
 
Un cop contextualitzades les activitats i sabedors de la importància que té el triangle aritmètic 
com a eina matemàtica, ja podem passar a estudiar l’obra de Pascal dedicada al triangle i les 
propietats d’aquest. Es poden seguir les activitats que hi ha al dossier, i d’aquesta manera, 
l’alumne/a pot anar treballant més autònomament (pàgines 69-73, Annex 8). Depenent de com 
                                                             
27
 Veure Heath, T. The Thirteen Books of the Elements, vol. 1 (Books I, II), Dover Publications, 1956, p. 
379-382. 
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avancin els alumnes en fer els diferents exercicis, el professor/a pot ajudar i/o guiar més o 
menys. Seria interessant que fossin els propis alumnes qui anessin fent les activitats i 
descobrissin les diferents propietats que es pregunten.  
 
Un cop treballades les propietats per part dels alumnes, seria interessant posar en comú les 
conclusions a les que s’han arribat. D’aquesta manera, els qui no hagin estat capaços d’arribar 
a comprendre alguna d’elles es poden reenganxar al treball de tot el grup. 
 
Classe 3 
 
Després d’estudiar les propietats aritmètiques del triangle, ja podem submergir-nos en els 
binomis i la seva relació amb el triangle (pàgina 74, Annex 8). Seria convenient recordar la 
primera de les classes, on es proposava presentar diferents binomis a la pissarra per a que 
l’alumnat fes conjectures en relació al nombre de termes, els coeficients..., i relacionar-les amb 
els coneixements que s’exposen ara. 
 
Els exercicis estan pensats per a que els alumnes descobreixin per sí mateixos la relació entre 
els coeficients dels binomis i els nombres del triangle aritmètic. No obstant, el/la professor/a pot 
decidir si deixa que siguin els/les alumnes als que ho descobreixin o si prefereix explicar-ho 
ell/a. 
 
Seguidament, es proposen alguns exercicis per practicar aquesta relació entre binomis i 
triangle aritmètic amb diferents símbols algebraics per a que els alumnes s’acostumin a usar el 
triangle aritmètic i els binomis en diferents situacions. 
 
Classe 4 
 
Aquesta classe estaria dedicada a la part del triangle combinatori. S’hauria de fer l’explicació 
prèvia de les nocions bàsiques de combinatòria necessàries per entendre tot el procés 
posterior (pàgina 75, Annex 8). Si el/la professor/a ho creu necessari, es poden fer exercicis 
paral·lels a aquestes activitats per reforçar aquests conceptes que s’introdueixen. 
 
Posteriorment, es passaria a estudiar la construcció i les propietats del triangle combinatori 
(pàgina 76, Annex 8) 
 
Classe 5 
 
Per últim, un cop assimilada la relació de la combinatòria amb el triangle aritmètic, es pot 
passar a buscar les expressions dels binomis amb nombres combinatoris (pàgina 77, Annex 8), 
amb l’objectiu d’arribar a la fórmula del binomi de Newton. 
 
Una vegada acabades les activitats proposades en aquest recurs, seria interessant fer un 
recordatori dels conceptes i procediments més importants que s’han treballat durant l’estudi 
d’aquest recurs. Després d’això, el/la professor/a decidirà si vol realitzar més activitats per 
reforçar aquests coneixements. 
 
 
El treball d’aquestes tres últimes classes pretén ser més autònom, i que cada alumne avanci al 
seu ritme. Les activitats estan ordenades i pensades per a que els alumnes intentin deduir les 
respostes per ells mateixos. El que sí que seria interessant seria una posada en comú de les 
conclusions al final de cada classe, sempre conduit pel professor/a, per garantir que l’alumnat 
va assimilant els coneixements que inclou l’activitat. 
